UNIDAD

3 Probabilidad
con técnicas de conteo

Objetivos

Al findizar launidad, d aumno:

diginguirdy utilizara las regas de multiplicacion y
de suma para d célculo de la cantidad de arregos
con ysn orden

explicaracomo setrazaun diagramade &rbol parad
conteo de arregos con orden
identificaray explicara qué esuna permutacion
resolvera problemas de permutaciones con y dn
reemplazo

manejara las permutacionescon dementosiguaes
identificaray explicara qué esuna combinacion
revlvera gercicios y problemas usando combi-
naciones

resolvera problemas referentes ala teoria de las pro-
babilidades empleando lastécnicas de conteo






¢Es posible concluir que en este
proceso de conteo el orden entre los
elementos de un arreglo es importante?

Introduccion

EI andlisscombinatorio esunaramade lasmaemaéticas dicretas de gran aplicacion,
como la teoria de las probabilidades y € andliss de algoritmos, entre otras Las
aplicaciones de la teoria combinatoria etan basadas en € empleo de métodos para
cuantificar losdiferentestipos de arregos que se obtienen con los elementos de uno o
mas conjuntos.

Puesto queen lateoriadelasprobabilidades no sempre esfundamental encontrar
todos los puntos muestrales, basta conocer la cantidad de éstos en particular, cuando
< gplicaladefinicion de probabilidad, es decir, cuando € egpacio muestral s conddera
uniforme, d cllculo delaprobabilidad de un evento requiere unadivison delacantidad
de dementos del evento entre la cantidad de eementos del espacio muedral, por lo
gue es necesario conocer lastécnicas que s pueden gplicar paracalcular lacantidad de
puntos muestrales en un experimento.

En etaunidad s anadizan varios conjuntosy susarregos por medio de dosreglas
elementales de conteo: rega de multiplicaddn y reja de uma. En ocasoneslosarreglos s
grafican por medio de dagamasde arbd. También s trabgaran por separado los casos
eyeciades de los arreglos que s forman con una parte o todos los eementos de un
conjunto cuando € orden en que $ coloquen é30s sea importante —permutadones- y
la eleccion de los dementos s realice con 0 Sn reemplazo; se ampliard € estudio de
los casos con dementos iguales en un conjunto Yy los casos cuando d orden entre los
dementosdelosarreglos no esimportante —combinadones-

Estaunidad terminacon la parte numérica del calculo de probabilidadesdonde se
emplearan lastécnicasde conteo estudiadas

3.1 Regla de multiplicacién

Lareglade multiplicacion aplicada a dos conjuntos consste en que dados los conjuntos
A={a,a,...,3}yB={b,b,..., b}, sequiere saber cuantas parejas diferentes se pueden
formar con suselementoss e coloca un demento del conjunto A y pogeriormente un
elemento del conjunto B.

Primero s dige un demento cualquiera del conjunto A y s relaciona con cada
uno de losdementos del conjunto B, detal forma que s obtienen marreglos diferentes
(puegto que B contiene m dementos)

b, b, ah,.... ah,

Después s excoge un segundo emento del conjunto A, y se relaciona con cada
uno de los dementos del conjunto By se abtienen otros marreglos, loscuales son todos
diferentes regpecto de los que s formaron antes ya que s combinaron eementos
diferentesdel conjunto A

&by, &y, ahy..., ah,
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Definicién 3.1

Bemplo 1

Continuando € proceso setienen nx mparejasdigintasquecontienen un demento

de cada conjunto. En esos arreglos s ecriben primero los eementos del conjunto A
seguidosdelosdel B. El proceso se puede generdlizar parad caso de k conjuntos yresulta
lasguiente definidon.

Dados Al""’ Ak K conjuntos diferentes y nl, n2,..., nk las cantidades respectivas de elementos
de dichos conjuntos, entonces la cantidad de arreglos diferentes que contienen un elemento de cada
conjunto, escribiendo primero los elementos del conjunto uno seguidos de los del conjunto dos,
sucesivamente hasta llegar al conjunto K, se llama regla generalizada de multiplicacién ,y esta
dada por

n1~n2~... ~nk

. Setienen ocho librosdefigca, cuatro de quimicay sete de mateméticas, todosdlos
diferentes guantosarreglos de treslibros que contengan un libro de cadatema, se
pueden formar con todosloslibross primero van losdefisca, seguidos por quimica
y maeméticas?

Con losdaosanterioresy @ uso de laregade multiplicacion, queindicad

total de arreglos de libros diferentes de cadatema, se obtiene

8x4xT7=224

. Parair delaciudad A alaciudad B exisen trescaminos delaciudad BalaC exigen
cuatro, delaciudad C alaD dos #lé cuantas manerasse puedeir delaciudad A a
laD, sn pasar por lamisnaciudad més de unavez?

Con losdatos anterioresy con € uso de laregla de multiplicacion, € tota de

caminosdiferentesparair de AaD es

3x4x2=24

Hercicio 1

1

2.

&Luantas pargas diferentes 2 pueden formar con lasletrasa, r, mylosnimeros 3,
5, 6y 8, g primero valaletray después € nimero?

Para vigar de laciudad de México a Veracruz exigen tres caminosy de Veracruz a
Tabasco también tres, calcula de cudntasformaspuede vigar unapersona de México
a Tabasco 9 debe pasar por Veracruz

Una persona quiere regalar dulces de tres tipos a su hijo: chocolate, caramelo y
goma de mascar; entra a una tienda donde hay doce variedades de chocolates,
quince de caramelosy diez de goma de mascar, calcula de cudntas maneras puede
integrar e arreglo de dulces

3.2 Diagramas de arbol

H nombre dagama de arlbd s debe a 2u forma, ya que con los dementos de los diferentes
conjuntos que £ etudian s congruyen ramificadones con las cuales s obtienen todoslos
arregospodbles
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Definicion 3.2
El diagrama de arbol es una forma grafica de encontrar todos los arreglos que se pueden formar
con los diferentes elementos de los conjuntos que se tiene. Un arreglo es una ramificacion —desde
su punto inicial hasta su punto final-, donde cada ramificacion debe tener un elemento de cada
conjunto.

Hemplo2  Retomando losdatosdel gemplo 1, numeral 2, esposble resolver € problemamediante
un diagramade arbol.

Primero serepresentaen un punto alaciudad A, después setrazan, apartir deeste
punto, tres lineas rectas paralostres caminos de la ciudad A ala B; de igual forma, de
cada punto que representaalaciudad B, setrazan cuatro lineas paraloscuatro caminos
delaciudad B alaC; finalmente, de cada punto querepresentalaciudad C, s2trazan dos
lineas paralosdoscaminosdelaciudad C alaD.

Diagrama 3.1
Diagrama de arbol de los diferentes
caminos para viajar dela ciudad Aala D.

O O O O O
lvvilvilvilvilvilvilv)

@]

MAAA AAAL AAAA

O
O 0O 0O 00O 0O Q00

El diagrama 3.1 muegratodoslos caminos posblesparavigar delaciudad A ala
D, pasando por lasciudades By C, los cuales e pueden obtener a unir rectas dede €
punto A a D sn regresar por ningln camino.

Como s observa, los diagramas de arbol son bagante sencillosy muestran todos
losarregosposbles Sn embargo, en loscasosen quelacantidad de dementosesgrande,
< tiene también una cantidad grande de ramificaciones, y trazarlo ya no seria factible.
No obgante, como = verd en la Sguiente unidad, los diagramas de arbal tienen gran
aplicacion al resolver problemas de probabilidad condiconal.
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¢Laregla de multiplicacion se aplica
Unicamente a conjuntos diferentes?

¢En qué condiciones se obtiene
un arreglo con reemplazo?

Definicién 3.3

Bemplo 3

Hercicio 2

1. Luéantaspargasdiferentes se pueden formar con lasletrasa, r, my losnimeros
3,5 6y8,d primero va la letra y después e nimero? Resuelve mediante
diagramas de arbol.

2. Paravigar de la ciudad de México a Veracruz exigen tres caminosy de Veracruz
a Tabasco también, calcula de cudntas formas puede vigar una personade México a
Tabasco, 9 debe de pasar por Veracruz Resudve mediante diagramas de arbol.

3.3 Arreglos con y sin reemplazo

Al gplicar laregade multiplicacidn se debe tomar en cuenta que no 3lo se emplea con
diferentes conjuntossno que puede esar aplicadaaun mismo conjunto en loscasosque
< pidaredlizar arreglos con todos o alguna parte de sus eementos Dichosarreglos Sn
embargo, pueden ser de dostipos cuando s pamited rearpazo (0 repetiddn) y cuando no
*pamte

3.31 Arreglos con reemplazo

Se dice que los arreg s son con reamplazo 0 con repetiddn cuando después de tomar un
elemento éste £ puede tomar nuevamente cada vez que < realice otra extracaon. Es
decir, 9 s tiene un conjunto A con n dementos diferentesy s realiza una extraccion,
éta s podra hacer de n formasdiferentes

Dado € conjunto A = {a, a,..., 3}, s pide formar arregos diferentes que
contengan k dementos del conjunto en € cual s permite @ reemplazo. Por laregade
multiplicacion (definicon 3.1), eto es equivalente a tener k conjuntos iguales de los
cuales s« forman arreglos diferentes que contengan un demento de cada conjunto, de
tal formaquede primer conjunto setendrén n eementos paraescoger uno, del segundo
conjunto también n dementos puesto que £ permite la repeticion—, sucesvamente k
Veces, 1o que s expresa

nxnx---x n:nkarregosdiferentes
drAx---x0
k veces

Dado el conjunto A = {al, az,..., ah} con N elementos diferentes, la cantidad de arreglos que
contengan K elementos tomados con reemplazo del conjunto A esta dada por

nk

&uantos nimeros diferentes de placas s pueden formar con los nimeros digitos y
las letras del afabeto, S cada placa conga de tres letras y tres digitos y s permite la
repeticion?



¢En qué condiciones se obtiene
un arreglo sin reemplazo?

Definicién 3.4

Bemplo 4

Definicién 3.5
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Cadaletradd arrego se puede degir de 26 maneras yaque s permitelarepeticion,
al igua que cadadigito del arrego se puede escoger de diezmaneras por tanto

26 x 26 x 26 x 10 x 10 x 10 = 26° x 10° placas diferentes

3.3.2 Arreglos sin reemplazo (permutaciones)

Los arrej os on Sn reamplazo 0 sn repetiddn cuando depués de tomar un demento, éste
no s puede tomar de nuevo. Es decir, s se tiene un conjunto A, ={a,, a,,..., 3} con
n eementos diferentes y s realiza una extraccon, éda s podra hacer de n maneras
diferentes Sea d elemento tomado a,, éde ya no e regresa a conjunto teniendo un
conjunto A, ={a,, a,, a,, &,..., 3 } con n— 1 elementosdiferentes, deformata quecuando
s realice unasegundaextracdon srade n— 1 maneras

Sead conjunto A={a, a,,..., 8}, s pideformar arregosdiferentesque contengan
k dementos eegidos del conjunto sn reemplazo. Por la regia de multiplicacion, eso
es equivalente a tener k conjuntos, de manera que del primer conjunto se tendrén n
edementos para tomar uno, del ssgundo conjunto n — 1 dementos (puesto que no se
permite d reemplazo), sucesvamente hastallegar al k-€smo conjunto, € cual contendra
(n — (k — 1)) dementos diferentes para tomar uno. Con la regla de multiplicacion la
cantidad de arreglos diferentes que se puedan formar con losk conjuntos esta dada por

nx(nN-1)x(n-2)x---x(n-(k-1))

arreglosdiferentes
k elementos

Dado el conjunto A = {al, az,. . ah}con N elementos diferentes, la cantidad de arreglos ordenados
que contengan K elementos tomados sin reemplazo del conjunto A esta dado por la resultante de

nxh—-)xnN—-2)x...x (n—(k—1))

&udantas placas diferentes se pueden formar con los nimeros digitos y las letras del
afabeto, s cadaplacacongade tresletrasy tresdigitoss no s permite larepeticion?

La primera letra s puede degir de 26 maneras la segunda las 25 redantes la
tercera24. En e caso delosnimeros se excogeran € primero de diezmaneras, € segundo
nuevey € tercero ocho. Finalmente, por ladefinicion 3.4 y lareglade multiplicacion s
tiene que la cantidad de arreglos es

(26 x 25 x 24) x (10 x 9 x 8) =11 232 000
Laexpreson paralosarregos sn repeticion sesmplificaintroduciendo lasguiente

definicion.

El factorial de un nimero N € N se define como el producto sucesivo NN — 1)(n — 2)..1 y se
simboliza por n!
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Nota Por definicion, Ol = 1.

Con la definicién 3.5 s puede representar la expresdn de la definicion 3.4 de
formasamplificada
Semultiplicay se divide laexpresdn de ladefinicion 3.4 por (n— k)

nx(N-1)x(n-2)x---x(n-(k-1)) =

_nx(n=-Dx(n-=2)x---x(n-(k-1))(n-K)x =x2x1  nl
- (N—K)x---x2x1 (n-k)!

Detal formaqueapartir delaexpreson anterior esposbleintroducir unadefinicion
equivaenteala34.

Definicion 3.6
Se llama permutacién de K elementos escogidos de un total N (todos diferentes) a
- n!
(n—K)!

que representa la cantidad total de arreglos ordenados de tamafio K que se pueden formar con N
elementos diferentes cuando no se permite la repeticion.

,0<k<n

Bemplo 5 1. Secdcaula

a 4=4x3x2x1=24
b 71=7x6x5%x4x3%x2x1=5040

10! 3628 800
g Ao 1

- = 604 800
10-7)! 6

200!  200x199x198x197x 196!

= = =200x199x198 x197 =1 552 438 800
(200-4)! 196!

d B

2. Seencuentrae vaor de n de acuerdo con laigualdad B =8P
Empleando la definicion 3.6, tiene

P n! =n(n—l)!
(-3 (n-3)
por otro lado
g7 1-8 (n-1)! _8(n—1)!

(n-1-2)! (n-3)!

igualando estas dos Ultimas expresones, resulta

n(n—-1)! _ 8(n—l)!
(n-3)! (n-3)!

n=8



¢Cuantos elementos iguales puede
haber en un arreglo?

Bemplo 6
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3.3.3 Permutaciones con elementos iguales

Paraloscasosen que s quieren formar arreglos con todosloseementosde un conjunto,
entre los cuales exigen algunos que on iguales, e tiene que, de forma general, cuando
existen n, elementosiguales n, elementosiguales.... yn_ elementosiguales, tales que
n + n,+.. +n_=n, resultalacantidad total de ordenamientos diferentes consderando
todoslos n dementospor ordenamiento

n!
P =— " -conn +n+..+n.=n (1)
mnp...Nm nl!nZ!"'nm! nl n2 m

1. Setienen cuatro computadoras X, tres computadoras Y y tres computadoras W;
&le cudntas maneras diferentes se pueden ordenar en linearecta?
Setienen en total diez computadoras de las cudesexigen cudro, tresy tresde
cadatipo, por laférmulal, sstiene

10! .
233 =4 200 (total de arreglosdiferenteg
2. Luantas permutadonesdiferentes se pueden formar con todaslasletrasde lapaaora
Guanguata?
Aqui d problemaesque exisen dementosiguales setienen tresletrasa, dosu
y Slo unadelassguientesg n, j, t ya Por laférmula l, sstiene

o 302 400 permutaciones diferentes
321t
Bercicio 3
1. Cadlaula
3 R’
b R

2. Calcula, sn emplear lacalculadora, P

Calculavalor de n que hace que se cumpla R = 8!

4. Unapersonaacomodaen un edante de unalibreria saislibros de filosofia, cuatro
de quimicay ocho de higoria. De cuantas formas se pueden acomodar loslibross

w

a) losde higoriasempre deben deir juntos
b) loslibrosdeben deir separados por materias

5. Condderatodas lasletras de la palabra Cuitlahuac, calculala cantidad de arreglos
diferentes que s pueden formar consgderando todaslasletras.
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Definicién 3.7

Considerando la misma cantidad
de elementos, ;qué cantidad sera mayor,
una permutacion o una combinacién?

Nota

6. Sepidetomar seisndmeros, uno trasotro sn reemplazo de un total de 44, calcula
cuantos arreglos diferentes s2 pueden formar.

7. Cuatro pargjas(cuaro hombresy cuatro mujeres) van air al teatro; compraron ocho
boletosen lamismafila

a) calculade cuantas maneras diferentes se pueden colocar las cuatro pargjas Sn
gue alguna quede separada

b caculade cuantas manerasdiferentesse pueden colocar lasocho personas s
toman doshombres para que no s denten juntos?

3.4 Combinaciones

En lasecaon anterior seanalizaron las permutaciones, arregosen losqued orden entresus
eementosesde sumaimportanda, por tanto, lapermutad6n ab esdiferenteal arrego ba.

En la presente seccion s verdn losarregosen los que d arden entresusdemantasno
importa, esdecir, dado un conjunto de n dementos digintos se desea contar € nimero de
subconjuntos no ordenados de tamario k. Por gemplo, dado un grupo de 40 esudiantes,
< piden tres alumnos para que representen a grupo. En ese caso no esimportante €
orden de losalumnos

Esto llevaalasguiente definicion.

Dado un conjunto con N elementos diferentes, se llama combinacién a cualquier subconjunto no
ordenado de tamafio K. El niimero de combinaciones de tamafio K que se pueden formar con los N
elementos se denota por

Cp.0<k<n

Como Cy representa la cantidad de subconjuntos no ordenados que constan de
k dementos tomados de un total de n, s tiene que en cada una de esas combinaciones
s pueden formar k! arreglos diferentes Por tanto, s Cy representa la cantidad total
de subconjuntos no ordenados formados de k elementos diferentes, kI C; representa la
cantidad de arreglos diferentes de k elementos tomados de un total n. Como s anaizd
en laseccion 3.3.2, etacantidad esigual aRY, de donde s deduce

R =k!C}
Degpejando C}
cl=—" _ o<k<n @
Ki(n—K)!

Unadiferenciafundamental entre las permutacionesy las combinaciones condge en que
en d orden de los eementos de los grupos escogidos en las combinaciones no importan,



UNIDAD 3 * PROBABILIDAD CON TECNICAS DE CONTEO 97

lo s consderalacantidad de dementosen d grupo, mientrasque en las permutadones
e orden entre susdementosesfundamental.

Permutaciones ab# ba
Combinaciones{a, b} ={b, a}

En algunostextos parala notacion combinatoriatambién s denota

n
k)0 G

eda Ultimasude emplearse en las calculadorasjunto con lade nPx paralas permutaciones

Bemplo 7 1. Secdcaula
10!
cll=——— _-120
9 Cs 3110 - 3)!

|

b CcP= _ B 1365
41(15-4)!

2. &Luéntosgrupos de dosdementos se pueden formar de un conjunto que contiene

cinco eementos?
Como en edoscasosno importad orden entreloselementos con laférmula 2,

*tiene
|
c= 10
21(5-2)!

Diezesd tota de gruposdiferentes con dosedementos cada uno. Por gemplo,
9 d conjunto es{a, b, ¢, d, &, losgrupos de doseementos son

abfaddadbdbd.bdcd{ce{dg

34.1 Propiedades en el célculo de CY

Cadcular lascombinatorias por medio de su definicion formal puede resultar pesado; en
algunos casos = pueden smplificar mediante las Sguientes propiedades numéricas

1. CP=Cp, paratodane Ny 0<k<n
Por definicion de combinatoriase tiene
cl = n!
ki(n—K)!
por tanto,

n! n! n!
n Cll’(l

e, - ! oo _
(n-K!n-n-K)! (n-Kk! K(n-K)!
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2. Cy=C] =1 paratodaneN

h_ntn . : n_ _
Co _—O!(n—O)! =T =1, despuéspor lapropiedad 1, 2da C,, =1 yaquen+0=n

3. C!'=C];=n, paratodan € N

n_nl nnh-1)!
T - yn-1)

= n, despuéspor lapropiedad 1, sedaCp,_; =n yaquen—1+1=n

4 on_N0-D(n-2)(n—k-1)
k k(k—1)(k-2)---1

Bercicio 4
1. Cdaula
3 Cg
b C3

2. Cdcula 9n emplear lacalculadora

g c5*
b cie
3. Encuentrad valor de k o n, que cumplalaigualdad correspondiente

a Pp=s51Cit
H Ci=C

4. Sepidetomar sfsnimerosalavezde un total de44, calculacuantascombinaciones
esposble hacer § € orden no esimportante.

5. Cadculade cuantas maneras se pueden colocar ocho torresen un tablero de gedrez
de tal formaque ninguna de dlas s enfrente, esdecir, no s ubiquen doso masen
unamignalineavertica u horizonta g

a) todaslastorres son del mismo color
b) hay cuatro torresblancasy cuatro negras

6. Un examen de mé&odos numéricos esé formado por trestemas El tema A contiene
sispreguntas @ temaB cuaro yd tema C ocho preguntas y setienen que contedar
tres preguntas de cada tema, calcula de cuantas maneras diferentes un esudiante
puede degir sus preguntas



Definicién 3.8

Nota

Bemplo 8
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3.5 Reglade suma

Exigen muchos praoblemas relacionados con las permutaciones o combinaciones donde
para encontrar la cantidad total de arreglos se tiene que recurrir a diferentes tipos de
és0s Por gemplo, s2vaaformar un comité de cinco personasde un grupo de 20, de los
cualestres son hermanos gle cudntas maneras se puede formar € comité, S deben estar
por lo menosdosde loshermanos?

Se pueden formar losarregos de dos maneras

1. Cuando delascinco personas selecconadas esén dos de loshermanos
2. Cuando delascinco personas sglecdonadas esén lostreshermanos

Larespuesaal problemaeslasumade losarregos pueso que losdoscumplen la
condidon detener por lo menos dosde loshermanosen € comité.

Por lo expuesto esposble concluir qued Ay B son dostiposde arreglosdiferentes
y d total dearregos A ocurre de n maneraseiguamented total de arreglosB ocurrede
mmaneras entoncesd total de arregosde ambostiposocurre de n + mmaneras

Estaesunareglaque s puede generaizar con lasiguiente definicion.

Dados A, A, ,..., A_diferentes tipos de arreglos que pueden ocurrir de las maneras N, N, ,..., N_,
o2 m A o 2 m
respectivamente, el total de arreglos de todos los Mtipos ocurrird de n1 + n2 +..+ nm maneras.

A esto se le llama regla de suma .

Lagplicacion delaregade sumapor lo general seredizacuando aparecen en € enundiado
de problemalasfrases alomasopor lomenos

1. Sevaaformar un comité de dnco personasde un grupo de 20, delos cudestres son
hermanos gle cudntasmanerasse puede formar € comité, S deben esar por Io menos
dosdeloshermanos?

Se pide que por lomencsdosde lostreshermanosintegren € comitéy setienen
dostiposde arregos

1. Cuando s tengan dos hermanos en € comité (@ orden en ese problema
no es importante, ya que lo interesa que en @ comité exisan cinco
personas): puesto que s requieren cinco personas en @ comité y dos de
dlas deben degrse de lostres hermanos < tiene que, con d uso de larega
de multiplicacion, eo podra ocurrir de C3 x Cy” maneras, en donde C3
representa la cantidad de maneras de escoger dos de los tres hermanos,
mientras que C3' es la cantidad de maneras de escoger a las otras tres
personasdelos17 redantes

2. Cuando en d comité sedijan lostreshermanos lo cual ocurrede C3 x C5’
maneras en dondecg’ representala cantidad de manerasde escoger tresde
los tres hermanos, mientras que 0%7 representala cantidad de maneras
de escoger alasotrasdos personasde los 17 resantes.
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Fnalmente, con laregade suma, d total de manerasen que pueden ocurrir
losdostiposde arregoses

c3xcy +C3xcl=3x680+1x136=2176

2. Sevaaformar un comité con un presdente, un secretario y un tesorero de un grupo de
20 personas, de las cudes tres son hermanos, gle cuantas maneras s puede formar €
comité 9 alo masuno delostreshermanos etaraen € comitéy cudquieradelas 20
personas puede edar en otro puesto?

Se pide que alomasuno de lostreshermanosintegre € comité; se tienen dos
tiposde arreglos

1. Cuando ninguno de loshermanos esé en & comité (e arden en € problema
s esimportante, ya que nosinteresa que en € comité las personas ocupen
puestosdeterminados). Debido aqueserequiereen € comitéun presdente,
un secretario y un tesorero, y ninguno de elos debe ser uno de los tres
hermanos, con laregade multiplicacion sstiene

Presidente  Secretario  Tesorero

{
I—» <il? x 16 x 15= P” maneras

Nota  El nimero 17 en laprimera caslla sgnifica que dicho lugar puede ocuparlo cualquiera
de las 17 personas (ninguno de los tres hermanos debera esar), pero no representa a
edemento 17. Lo mismo s aplicaparalasotrascasllas

2. Cuando para @ comité s dige uno de lostres hermanos, € cual puede ser
presdente, secretario o tesorero; paracadauno delostresarregosresultantes,
puede ocurrir lamisma cantidad de maneras

Presidente  Secretario  Tesorero

¥
|—>§3x 17 x 16 =P°F
= 17 x 3 x 16 =PFFY
=17 x 16 x 3=p3fY7

Fnalmente, con lareglade suma, € total de maneras en que pueden ocurrir
losdiferentestiposde arregloses

P+ PR + BB + BB =6 528 maneras

Debido a que puede haber problemas para diferenciar los arregos en los que
orden es importante de los que no, ademas de los casos en donde s deben emplear
las reglas de multiplicacion y de suma, s presentan algunos gemplos en los cuales no
< eyecifica d tema del problema (como en los gemplos anteriores). Por congguiente,
primero s tendra que reconocer d tipo de problemay después resolverlo.
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Paralasoludon deun problema,  camino analizzdo no necesariamente esel Unico.
Se pueden proponer varios métodos de soludon, pero sempre consderando lasregasde
multiplicadon y suma.

Hemplo 9 1. Un examen de verdadero y falso esta formado por catorce preguntas de las cuales
ocho on verdaderasy € redo falsas, guantos arregos de catorce repuestas s pueden
dar 9 s= contedan todaslas preguntas?

El problema e refiere a casos con dementosiguales (yaque s doso masrespuestas on
verdaderas no 2 digingue entre dlas).

solucin ~ Por laférmula 1l stiene quelacantidad de arreglos posbleses

s = 26" =3 003 manerasde contegar e examen

2. Sequieren formar arreglosde cuatro cifras con losnimeros0 a9.

a guantos nimeros diferentesde cuatro cifras s pueden formar con los nimeros 0
a9 (d no = permite larepeticidn) @ cero no puedeir a prindpio y los nimeros
formados pueden ser cudesquiera?

b losnumerosformadosdel inciso a) deben ser pares

En los dos incisos @ orden es importante, ya que a permutar las cifras d
numero formado cambia, por gemplo, 19 = 91.
Solucién @ como losnumeros pueden s cualesquiera,

El cero no puede ir aqui Pero si puede ir aqui

|—> = 9 X9 x8x7=4536 numeros diferentes de cuatro cifras

b puesto quelosnimerosformadosdeben ser pares en laUltimaposcion sdlo puedeir
un nimero par (0, 2, 4, 6y 8). Admismo, stienen dostiposde arreglos, uno cuando
el nimero en laUltimaposicién seacero y otro cuando no lo sea.

Aqui va el cero

{
nn = 9x8x%x7x1 =504 (el cero estd en ultimo lugar)

Aqui no puede ir el cero Aqui va un nimero cualquierade 2, 4,6y 8

i
|—> nﬂ = 8Xx8X7x4=1792 (el cero no esta en el ultimo lugar)

Con € uso delareglade suma, setiene 504 + 1 792 = 2 296 nimeros paresde
cuatro cifrasdiferentesque s pueden formar con losnimerosdigitos

3. Sesbe que un nimero expresado en sgema binario tiene sete dfras delascudes
conoce quetienetres1ylasdemés son ceros guantosnimeros diferentesse pueden
formar, 9 € cero novaal princpio?
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Como d cero no va al prindpio, en lasotras sais posciones pueden edar dos
unosy cuatro ceros

Solucion ~ Como etos dementos son iguales etiene quela cantidad de nimerosdiferenteses

6!

=——=15
2141

2,4

4. En unafébrica s digribuyen quince gparaos eectronicos en tres lineas diferentes
con cinco goaratos en cadalinea. S dos de los aparatos son defectuosos de cuantas
maneras s pueden digribuir losaparatosen lascinco lineass

a) losdosdefectuososquedan en lalineauno
b) losdos defectuososquedan en unamismalinea

En ese problemad orden entrelosgparatos no importa, Sdlo interesaque
exigan cnco en cadalinea

Solucion 8 Delosdnco goaraosdelalineauno, dosson defectuosos, por 10 que sepueden escoger
C3 defectuososy C32 b i i ]
5 y C3” buenos para lalinea 1. Paralalinea 2 s escogen los cinco de
los diez buenos regantes. Finalmente, loscinco de lalinea 3 se escogen de loscinco
buenosregantes. Eq0 s representa

cicP| el | ¢l |= cicPxci¥xci=720m2

b Sepide quelosdosaparaos defectuosos s localicen en unamismalinea, que puede
ser cualquieradelastresexigentes lassgundao latercera Cadatipo dearrego tendra
la misma cantidad de casos, por lo cud es necesario resolver slo uno. Se reioma la
oludon dd inciso @) en lalinea 1, y s multiplicalacantidad de casosaocurrir Cf =3
Basadosen edo, stiene

3 x 72072 =216 216 manerasde digtribuir los 15 aparatos

Esposblecomprobar larespuestaresolviendo lostrescasosobteniendo € mismo valor.

Linea Linea Linea
1 2 3

+ ‘ +

CZZC313 Clso CSS = C22C313>< CSIOX Cg=72 072 defectuosos en la linea 1

ch o lcicy| ¢ | = P x it x C2=11287x56 =72 072 defectuosos en la

linea 2

cB | ¢f |cic?| = el xcix CcIC)=11287x56= 72072 defectuosos en la
linea 3

Tota dearreglos 72 072 x 3 =216 216.
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5. Decuantas maneras pueden sntarseen linearecta sete hombresy cuatro mujeress

a) todaslasmujeresdeben sentarse primero
b todaslasmujeresdeben esar Semprejuntas

En ede problemad importa e orden.

Solucion 8 En @ caso de quelasmujeresdeben sentarse primero, sepueden sentar de4 x 3 x 2 x
1=4=24 maneras mientrasqueloshombresse pueden sentar de 7! =5 040 maneras.
Con d usn de laregade multiplicadon, setiene que € tota de arreglos cuando las
mujeres s denten primero, es

4l x 7' =24 x 5040 = 120 960

b En € can dequelasmujeresdeben sentarse Semprejuntas setienen diferentestipos
dearregos uno cuando esén en primer lugar, otro en segundo, en tercero, €c., hada
e octavo lugar, y todos van atener lamisma cantidad de maneras de acomodarse; s
retomad resultado del inciso a) y setiene qued total de arregloses

120 960 x 8 = 967 680
Bercicio 5

1. Un examen de dgebra lined esta formado por tres temas H tema A contiene sais
preguntas d temaB cuaro preguntasy d tema C ocho preguntasy s deben contesar
cinco preguntas glecuantasmanerasdiferentespuededegr suspreguntasun esudiante,
9 alo masdebedegr dospreguntasdd temaC?

2. En un grupo de 30 personas exigen cuatro con @ mismo gpdlido. S s formaun
equipo de tres personas, calcula de cuantas formas diferentes s puede redlizar la
eleccion de tal manera que por lo menosunade las personas degidas coindda con
dicho apdlido.

3. Cuantosnumerosdiferentesde trescifras s pueden formar con losnimeros0 a9,
g € cero no vaa prindpio, no & permitelarepeticion y

a) losnumerosdeben de ser mayores que 450
b losnimerosson pares

4. En unatienda hay 30 articulos, de los cuales 20 no tienen defectosy diez § son
defectuosns S s selecdonan ocho articulos, calcula de cudntas maneras e puede
hacer ladeccion paraquealo mésdos sean defectuosos

5. Un juego consste en tomar seis nimeros sn reemplazo de un grupo del 1 al 44,
calculade cuantasformasse puede hacer laéeccidn deta maneraque por lo menos
cuatro de losseis sean nUmeros pares

3.6 Aplicacion de las técnicas de conteo a la probabilidad

+Aquétipo de espacios muestrales En egta seccidn sHlo s condderardn espacios muestrales finitos en los que todos sus

se aplican las técnicas de conteopara  elementos son euiprobables esto es los problemastratados se asemgaran al lanzamiento
el célculo de probabilidades?
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Bemplo 10

Solucién

de unamoneda, un dado o algiin otro objeto; paralos casosde sdecdonar un objeto s
sobreentendera que dichaeleccion s realiza de formaadesoria

Consderando 0o epaciosmuedralesfinitos, se smbolizapor 7(9 = 0 lacantidad
de damentcs dd epado muedtral y por #(E) a la cantidad de dementos de algin evento E.
Congderando que los dementos del epacio muestral son equiprasables la probabilidad
deuno (cudesquieradedlos) es1/ (S y, deacuerdo alacorriente clas cade probabilidad,
s tiene que laprobabilidad del evento es

1 _n®
PE)=nE)x—== n(9#0yEc S
n©S @
Cabemencionar queestaprobabilidad cumplecon lostresaxiomasde probabilidad
de Kolmogorov.
En los sguientesgemplos s muestrad procedimiento de solucion

1. Sedefined experimento del que 2 hablaen € problema.
2. Seencuentrad egpacio muedral del experimento.
3. Sedefineyencuentraa evento correspondiente.

Fnalmente, s calculalaprobabilidad.

1. Unaurna contiene trece esferas numeradas del uno a trece, de las cuales tres on
rojas, cuatro blancasy seisazules S setoman dos edferas, calculala probabilidad de
que unay lo unade dlas saroja. ESo noslleva atres opcionesde resolucion.

a) Tomar lasederasa azar (3n reemplazo).
El experimento consse en “tomar dos ederasde un total detrece’. Por tanto,
e egpacio muedral Stiene 7(9 =13 x 12 =156 dementos.
El evento E s define como: “d resultado del experimento en donde unay solo
unaederaesrojd.
Ego puedeocurrir de dosmaneras

1. Cuando laprimeraeferaextraidaesrojaylasgundanoloes(3x 10=30

opdones.
2. Cuando laprimerano esrojaylasegundasd lo es(10 x 3 =30 opdones).

Por tanto, #(E) =30 +30 =60
La probabilidad es

n(E) _ 60
nS 156

P(E) = = 0.3846
b Tomando lasdosederasalavez
El experimento condgeen “tomar dosedferasalavezde un total detrece’. Por
tanto, & espacio muestral Stiene 7( = C53 =78 dementos
H evento E 2 definecomo: “d resultado del experimento en dondeunaeferay sdlo
unaesrojd. Lo anterior ocurre 7(E) = C3 x C1° =30 maneras ylaprobabilidad es

_nE) _30_
P(E) = T 0.3846
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9

a)

b
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Con reemplazo.

El experimento condge en: “tomar dos eferas de un total de trece unatras
otra con reemplazo”. Por tanto, d egpacio muedral Stiene n(9 = 13 x 13 = 169
elementos

El evento E se define como: “d resultado del experimento en donde unay sdlo
unaederaesrojd.

Ego puede ocurrir de dosmaneras

1. Cuando laprimer bolaextraidaesrojaylasegundano lo es(3 x 10 =30

opciones
2. Cuando laprimerano esrojaylasegundasd (10 x 3 =30 opdones).

Por tanto, 7(E) =30 + 30 =60.
Laprobabilidad es

1 _ 6 =0.3550

PE)= nS 169

. 9 sdentan en linearecta sete hombres y cuatro mujeres deatoriamente, se caculala

probabilidad de que

a) todaslasmujeres s denten en losprimeroscuatro lugares
b todaslasmujeresse Senten Sempre en lugares contiguos

En ede problema s importa @ orden. El experimento, en general, & define
como: “manera en que pueden sentarse once personas en linearectd’. Por tanto, d
epacio muedral Stendra 7(§ = 11! puntos muestrales

d evento E s define como: “las mujeres sentadasen los primeroscuatro lugares'.

Las mujeres pueden sentarse de 4 x 3 x 2 x 1 = 41 = 24 maneras diferentes,
mientras que los hombres de 7! =5 040 maneras. Con € uso de larega de multi-
plicacion setiene € total de arreglos cuando las mujeres se genten en los primeros
lugares

7(E) =417' =24 x 5 040 = 120 960

Laprobabilidad es

171
pE)= 1B 47 120960 _
nS 111 39916800

e evento E s define como: “las mujeres sentadasjuntas’.

Se tienen diferentes opdones de arregos uno cuando las mujeres esén en
primer lugar, otro en sagundo, en tercero, etc., hagad octavo lugar, teniendo lamisma
cantidad de maneras de acomodarlas por tanto, empleando € resultado dd inciso &)
< tiene que d tota de arregos cuando las mujeres van sempre juntas esa dado por

n(E) = 417! x 8 =967 680

Laprobabilidad es

171
pE) =) _ 4178 967680 _ .0
nS 11! 39916800
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Solucién

Solucién

3. Nueve personas saldrén de vige en trescarros con capaddad de dos, cuatro y cinco
pasgjeros, respectivamente. S lasnueve personas s reparten en todoslo carros, gudé
eslaprobabilidad de que losdoslugaresvaciosqueden en € carro con capadidad para
cinco personas?

En d problemano importad orden. El problemaes “lamaneracomo sereparten
l[as nueve personasen trescarros'.

Setienen once lugaresy 910 nueve personas, ademés se deben emplear lostrescarros, por
lo que sempre doslugares esardn vecios setienen variostiposde arregos

Q
C ];' C§ C 55 = 504 un lugar vacio en el primero y segundo carros

C19 Cff Cj = 630 un lugar vacio en el primer y tercer carros

Cg Cs C :’ = 1 260 un lugar vacio en el sequndo y tercer carros

Cg C, Cg = 756 dos lugares vacios en el segundo carro

. .
cy Cy | C J | = 1260 dos lugares vacios en el tercer carro

En total, por laregade suma, 7(9 =504 + 630 + 1260 + 756 + 1260 =4 410

El evento E sedefinecomo: “losdoslugaresvaciosquedan en € carro con capacdad
paracinco personas’.

Delosresultadosanterioresesposbleobservar qued evento coinddecon € Ultimo
casn del egpacio muedral, por tanto, 7(E) =1 260.

La probabilidad es

pE)=1E) - 120 _ 657
ne 4410

4. Selanzaun dado dosvecesy s calculala probabilidad de que se obtengaun ssisen
e segundo lanzamiento.
El experimento condge en: “lanzar un dado dos veces'. Por tanto, € egpacio
muegral Stiene 7(§ =6 x 6 = 36 resultados posbles. El evento E se define como: “d
segundo lanzamiento dd dado resulte d primer sais’.

Como d primer lanzamiento no debe ser s=is < tienen cinco poshles resultados,
mientras que € segundo lanzamiento debe ser s, por tanto, slo hay unaopdon: #(E) =
5x1=5

La probabilidad es

PE) = % = ?56 = 0.1389
n
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Bercicio 6

1

En unatiendasetienen cien articulosdeloscuales90 son buenosy diez defectuosos
Cadlcula la probabilidad de que en los sguientes diez articulos que se vendan
encuentre

a unoy lo uno defectuoso
b ninguno defectuoso

Unaurnacontiene 20 canicasigualesen formay tamafio, numeradasdel uno al 20,
delascualesocho son verdes seisazules, cuatro rojasy dosblancas S sstoman tres
canicasde laurnasn reemplazo (al azar), calcula

a) laprobabilidad de quelastres canicas sean verdes
b laprobabilidad de que a menosunasea verde

Cadculala probabilidad de que € dia de cumpleafios de doce personas s presente
en diferentesmeses del afio.

Se excriben en formaaeatoriatresnimerosentre 0y 9. Calculala probabilidad de
que

a) lostressean iguales
b entrelostres s encuentren dosiguales

Para la solucion de cierto problema se empleara un adgoritmo, en @ cua habra
ocho multiplicaciones y cuatro sumas, calcula la probabilidad de que las ocho
multiplicaciones s efectien Sempre unatrasotrasn queexigsaunasumaen medio
de dosmultiplicaciones

En un centro comerdal quedan diez carrosde control remoto paralaventa, entrelos
cudesexigen cuaro defectuosos S un dienteentraalatienda paracomprar dosde
epscarros, calculalaprobabilidad de que uno de los carros elegidos sea defectuoso.
Condderatodaslasletras de la palabra probahilidad, calculala probabilidad de que
las vocalesiguales Sempre vayan juntas

Hercicios propuestos

1

2.

Cuatro pargas(cuatro hombresy cuatro mujeres van air a teatro, compraron boletos
paraocho asentosen lamigmafila, gle cuantasmanerasdiferentes se pueden colocar
lasocho personass dos mujeresdeterminadas deben sntarsejuntas?

Cadcula cuantos numeros diferentes de cuatro cifras s pueden formar con los
nimeros0 a9, s @ cero no vaa prindpio, no s permite & reemplazo y

a) losnumerosdeben ser impares
b losnimerosdeben ser impares menoresacuatro mil
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10.

11

Se sabe que un nimero en € ssema binario tiene trece cifras, de las cuales
tienen seisunos Cuantos nimeros diferentes se pueden formar, s € cero no vad
prindpio, y e nimero en € sgemadecimal es

a) impar
b par

Cadcula cuantos arreglos diferentes pueden formarse con las letras de la palabra
Cuitldhuac, s s consderan dlo cuatro letras diferentesa mismo tiempo.
Un experimento consge en lanzar dosdados

a) utilizalosteoremascombinatoriosparadeterminar € nimero depuntosmuesraes
b adgnaprobabilidadesalospuntosmuedralesy calculalaprobabilidad de quela
sumade los nimeros que gparecen en losdados seaigual asete

Un tetraedro regular tiene anotadoslosnimerosl, 2, 3y 4 en suscaras Selanzay
€ nimero que quedaabgo seancta. S d tetraedro selanzatresveces, calculatodas
las combinaciones posbles obtenidas de lostres lanzamientosy la probabilidad de
guelasumade lostreslados resultantes sea mayor anueve.

En un examen de fisca experimental, d profesor dabora 60 preguntas diferentes
El dia del examen las coloca en una urnay € alumno deberd tomar a azar tres
preguntassin reemplazo. S d primer esudiante quevaaedegr 9o s prepard para
50 de las preguntas, de las otras diez no sabe absolutamente nada. El esudiante
gorobara e examen s contesa bien a menos dos de las tres preguntas, calculala
probabilidad de que en dichas condicionesd esudiante gpruebe d examen.
Selanzan ssisdados, calculalaprobabilidad de que al caer losdadostodaslascaras
sean iguales o todasdiferentes.

En un componente dectronico exigen 20 placas de tres tipos diferentes ocho del
tipo I, cinco del tipo |1 y dete del tipo 111. Se selecdonan a azar cinco placas para
ingpeccionarlas, calculalaprobabilidad de

a) quelascinco placas sean del migmo tipo
b quedossean del tipo I, unade tipo Il ydosdel tipo I11

Un productor tiene almacenadosnueve motoresdiferentes dosde loscualesfueron
uminigrados por un proveedor en particular. Se deben digribuir los motores en
tres lineas de produccion, con tres motores en cada linea. S la asgnacion de los
motores es dedtoria, calculala probabilidad de que los dos motores del proveedor
gueden en unamismalinea.

Para participar en un juego se digen saisnimerossn repeticion de un total de 44.
La persona que tenga los mismos nimeros resultantes en @ sorteo gana @ juego,
calcula

a) laprobabilidad de que ninglin nimero degido por la persona coincida con los
sisnumerosredultantes del sorteo

b laprobabilidad de que a menosauatro de los seisnimeroseegidos por la persona
coinddacon lossesnimerosresultantes del sorteo
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12. Se sabe que un nUmero binario tiene Sete cifras de las cualestresson 1. S esos
nimeros < colocan en diferentes recipientes, se sortean y se extrae uno de dlos,
calcula la probabilidad de que € nimero extraido al cambiarse abase decimal sea
mayor a96, 5 @ cero no vad prindpio.

Autoevaluacion
1. Selanzan dosdados Utilizalosteoremas combinatorios para determinar € nimero

depuntosmuestraesy asignales probabilidadesacadauno, calculalaprobabilidad de
gue lasumadelospuntos que aparecen en los dadosseaigual acuéro.

5
? %
1
D3
1
° %
1
)5

2. Cuatro personasjuegan domind, sereparten 28 fichas sete paracadauno, cacula
laprobabilidad de que a unapersonaletoquen cuatro mulas

a) 0.0393
b 01204
9 0.2430
d 0.0001

3. En un centro comercia quedan diez carros de control remoto para la venta, entre
los cualesexigen cuatro defectuosos S una persona compra dos carros, calculala
probabilidad de que por lo menosuno de los carros e egidos sea defectuoso.

4. Unatiendatiene 40 refrigeradores de los cuales cinco son defectuosos, calcula la
probabilidad de que en lossguientes cuatro pedidos s entreguen dos defectuosos

a) 0.0229
b 0.0651
9 04
d 0.04
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Un nimero binario tiene diez dfras delascuaessas son 1, calcula cudntos niimeros
diferentes s pueden formar, S s2 ssbe que d cero no vaa prindpioy e nimeroen d
dgemadedmal esimpar.

a 40320
b 576
9 70
d 24

En un componente eectrénico exigen 20 placas de trestipos diferentes ocho son
del tipo |, cinco del tipo 11 ydetede tipo I11. S s= selecdonan a azar cuatro placas
paraingpeccionarlas calculalaprobabilidad de que a menostressean dd tipo 1.

a) 0.0677
b 0.03199
9 06
d 0.06

. Para partidpar en un juego s consderan seis nimeros al azar de un tota de 44.

La persona que tenga los mismos nimeros redultantes en @ sorteo gana € juego,
calculalaprobabilidad de quetresde los seisnimeros condderadospor unapersona
coincidan con los sEsnimerosresultantesdel sorteo.

a 0.010
b 0.000L
9 0.0239
d 0.05

S stieneun conjunto finito con n dementosdiferentesy seforman combinaciones
de k elementos cada una, indica cud de los Sguientesincios se asocia alas combi-
naciones

a) d orden entrelosk dementos eegidosesfundamental

b lacantidad de subconjuntos de k ementos, cada uno, eegidosde un conjunto
infinito que contiene eementos diferentes

0 lacantidad de arreglos diferentes que contienen alo més k dementos degidos
dn importar @ orden de un conjunto finito que contiene n dementos

d cantidad desubconjuntosno ordenadosque congan de k dementostomadosde
un total den

. Un aumno s ha preparado en 25 temas de un total de 35 para un examen, en €

cual selesentregaraunafichacon cinco temasal azar deun total de 35. S d alumno
debe contestar correctamente por o menos tres temas de los cinco para aprobar,
calculalaprobabilidad de que gpruebe € examen.

a 0.8722
b 0.20
9 05
d 0.3188
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10. Cuando = resueven problemas de probabilidad gplicando técnicas de conteo
por medio de egpacios muedrales finitos, donde cada uno de sus dementos es
equiprobable, paralaadgnacion de probabilidades aloseventos se puede aplicar la
corriente de probabilidad
a) frecuentiga
b subjetiva
0 cdéadca
d baesana

Respuestas de los ejercicios

Hercicio 1
1 12
2.9

3. 1800

Hercicio 2

1. doce, d diagramade arbol es

2. nueve, d diagramade &bol es

<
m
_|

A A4 A4 A4 A A

AN\

A A
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Hercicio 3

1

a)
b

665 280
15120

204 756

8

a)
b

8I11!
31(61418))

453 600

5082 517 440

a)
b

384
30240

Hercicio 4
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Hercicio 5

1. 5292

2. 1460



UNIDAD 3 * PROBABILIDAD CON TECNICAS DE CONTEO

3.
a) 399
b 328
4. 2645370

5. 2343726

Hercicio 6
1

a) 0408
b 0.3305

a) 0049
b 0.8070
3. 0.000054

a 001
b 027

Respuestas de los ejercicios propuestos
1. 712
2.
a) 2240
b 728
3.
a) 330
b 462

4. 840
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5.

10.
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12.

a 36

09307
0.0156

a 0.005
b 0.189%
0.25

0.3911
0.0015
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Respuestas de la autoevaluacion
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