-  pn 3 T - 2
T X RO R - S
RS = ‘,_‘} Ve A

. ~— 'V\-Q < < * ‘..'_- Y ‘ -

TR
= S
e

“Ecuacion vectorial y parameétrica
de una recta en el espacio

Aprenderé a: identificar y describir rectas en el espacio, deducir la ecuacion vectorial de la recta en el espacio y su relacién
con la ecuacion paramétrica.

Al ubicar dos puntos en el plano, siempre podemos trazar una recta que los

RQPO\S o) contiene. Si ubicamos dos puntos en el plano cartesiano, podemos determinar la

1 sCudlesla | ecuacion de la recta y justificar que es la Unica recta que pasa por los dos puntos

. ziiferencia entreel | (quizd podamos escribirla de diferentes maneras, pero la recta sigue siendo la
vector posiciony k misma, no hay dos rectas distintas que pasen por dos puntos fijos del plano).

el vector d"'ef‘for Ahora, ;qué sucede en el caso de puntos en el espacio? Esto es, dados los puntos
en una ecuacion

en el espacio Py Q, jexiste una recta que pase por Py Q?, jexiste mas de una?,
vectorial de la \

recta? Explica. \\ icomo lo sabes?

- » Ademas de los vectores posicion y director, jes necesario considerar un
nuevo vector para identificar una recta en el espacio?, j;por qué?

Observa que en el espacio cartesiano, requerimos de tres coordenadas para ubicar
cada punto correctamente, pero para representar una recta no sucede que necesite-
mos tres vectores distintos. En cambio, podemos utilizar su vector posiciény su vector
director para escribir la ecuacion vectorial, tal como en el plano, la diferencia esté en
que ahora estos vectores tienen tres coordenadas.

La ecuacion vectorial de una recta en el espacio, se escribe tal como la de
una recta en el plano, pero extendiéndola a tres coordenadas. Es g)ecir, la
ecuacion de I_a)recta pasa por el punto P (x,, y,, z,) y tiene direccion d, dada
porelvectord ={d, d,,d.). Sea Pun punto cualquierade larecta L, entonces
—> — - —> —

P,P=Ad,porlotantop =p, +Ad.

Ky 2)=(x,y,z)+Md, d, d)con ER.

Otambién (x,y,z) = (x, +Ad,, y, +Ad,, z,+ Ad),con AER.

$Cémo harcevlo?

Dados los puntos en el espacio P(3, -3, 5) y Q(1, 4, 6), ;jcual es la ecua-
cion vectorial de la recta L que los contiene?

Tal como al escribir la ecuacién en el plano, escogemos cualquiera de los dos
-

des? puntos como vector posicién. Digamos que usamos p = (3, -3, -5).
. cs. . e
Lo entien Luego, calculamos el vector director, que corresponde a PQ.
— —

Si usamos como d =PQ

vector director o o

—Z =<2,"7r~1>' - q _p

Lrepresenta la = <1/ 4, 6) - <3/ -3, 5>

misma recta? ={-2,7.1)

Explica. - Finalmente, la ecuacion de Les {x, y, 2) = (3, -3, -5) + M(-2, 7, 1).

Observa que la ecuacion {x, y, z) = (1,4, 6) + =2, 7. 1) también representa a la recta L.
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$Cémo hacevlo?

Los puntos P(1, 1, 1), Q(0, 1,-1) y R(2, 1, 3), json colineales?
Si lo fueran, escribe la ecuacion vectorial de la recta que los contiene.

Podemos asegurar que los puntos P, Q y R son colineales si comparamos los
vectores que tienen origen y extremo en estos puntos. Si estos vectores no son
paralelos, los tres puntos no pueden estar en la misma recta, porque en realidad
serfan como los vértices de un tridngulo. Pero cuando son paralelos y como ademas,
necesariamente, tienen un punto en comun, entonces estos puntos estan en la

misma recta.
_— —
Primero, verificamos si PQ y QR son paralelos:
.
PQ=(0-1,1-1-1-1=(1,0,-2)
-5
QR =(2-0,1-1,3-=1y=(2,0,4).
iSon paralelos? Para asegurar esto, podemos determinar si existe un
— —
numero real A, tal que QR =APQ.
En efecto, si {2, 0, 4y = (-1, 0, -2), entonces, igualando componente a
componente, tenemos que 2 = -1 y 4 = -2}, de donde podemos inferir
que A =-2. Por lo tanto, los puntos P, Q y R son colineales.
Para escribir la ecuacion de la recta que contienea P Qy R podemos
utilizar como vector de posicion a p y como vector director a QR
Ky z)=(x,y,2)+Md, d,d).
(6, y,2)=(,1,1+X2,0,4)

— —
Ahora, si utilizaramos el vector r vy el vector PQ, obtendriamos una ecuacion
diferente, {x, y, 2) = (2, 1, 3) + A (-1, 0, -2), pero que representa la misma recta.

Una misma recta puede representarse mediante distintas ecuaciones vectoriales. Esto
sucede porque, por ejemplo, los vectores (2, 0, 4) y (-1, 0, -2) representan la misma
direccion. Por otra parte, cualquiera de los puntos que pertenecen a la recta puede

utilizarse como vector posicion.

Para verificar que un punto pertenece a una recta, podemos determinar cual es el
valor de A de modo que se satisfaga la ecuacién vectorial correspondiente.
Por ejemplo, (2, 1, 3) pertenece a la recta de ecuacion (x, y,z) = (1, 1, ) + 1 (2, 0, 4)

1

porque al remplazar A = vl

se satisface laigualdad:

2,1,3)=0,1, 1>+%.<2, 0, 4)

e Laecuacion vectorial de la recta en el espacio esta dada por la expresion

(6, ,2)=p, +Ad = (x, y, 2 + Md,, d,, d)), donde:
- d (d . d,) es el vector director de la recta;

- po (X ¥y 2, €5 el vector posicién de la recta;
- Aes el parametro.

TOMO nota
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Actividades

1. Escribe la ecuacion vectorial de la recta L que pasa por P(12,-5,7) y Q(0, 6, -3).
2. Determina si los siguientes puntos son colineales. Si asi fuera, escribe la ecuacién vectorial
correspondiente.
a. P(1,0,2), Q11,1 y R3,-1,1).
b. P(-1,-1,-1), Q(=1,0, 1)y R(-1, -2, -3).
c. P0,-1,-2),Q(0,2,4yR0,1,2).
d. P4,2,1),Q3,73)yR(,-5-2).
3. Considera la siguiente recta en el espacio, de ecuacion (1,2, 1) + 1 (0, 1, 1).
a. Encuentra, para cuatro valores distintos de A, cuatro puntos que pertenezcan a la recta.
b. Determina los valores de A con los cuales puedes establecer que (1, 1,0) y (1, 2, 1) pertenecen a la recta.
c. Justifica por qué el punto (1, 6, 6) no pertenece a la recta.

/

Una funcién entre un
conjunto A y un conjunto B
es una asignacion de cada
elemento del conjunto A
con un tnico elemento del
conjunto B.
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Cuando utilizamos la ecuacién vectorial de la recta, cada valor de A que remplace-
mos en la ecuacion determina un Unico punto en el espacio. Ademads, sucede que si
pudiéramos remplazar los distintos valores de A, uno a uno, podriamos ver como se
va construyendo la recta de forma continua. Dicho de otra manera, a medida que se
avanza en la recta numeérica real, con distintos valores de A, se avanza también en la
recta en el espacio correspondiente a la ecuacion.

Z

X

Para comprender mejor esta relacion, puedes imaginar el parametro A como el tiempo

-y pensar que, a medida que el tiempo transcurre, se va avanzando en la recta (que

esta definida por la ecuacion) de forma continua por el espacio. Asi, cada instante de
tiempo determina un punto en el espacio.

Siconsideramos esta relacion como una funcién, cuyo dominio corresponde a larecta
numeérica real y su recorrido, a la recta en el espacio, veremos que a cada valor de
ALE Rseleasignael punto en el espacio (1,2 + A, 1+ A). Esto, expresado en términos
de funcion, es fih) = (1,2 + A, 1 + A), la que se conoce como funcién paramétrica.

3Céwmo harcerle?
¢Cual es la funcion paramétrica de la recta que pasa por los puntos (1,2, -1) y
(-2,3,2)?
Calculamos el vector director, {d,, d,, d;) = (1 - -2,2 - 3,-1 - 2) =(3,-1,-3) y luegpo,
escogemos uno de los puntos como vector posicidn x,, ¥, z,) = (1, 2, -1).

Entonces, escribimos la funcion fh) = (x, + A - d,, y, + A - d,, z, + N - d), esto es:
)= +3-12-K-1-3-})




Ahora, podemos escribir la ecuacion paramétrica(x, y, z) = (x, + Ad,, y, + A d,, z,+ Ad,)
como tres ecuaciones, igualando coordenada a coordenada:

x=x,thd,

y=y,+hd,

z=z,+h\d,
Como puedes observar, siconocemos el vector posicion (x,, v, z,) v €l vector director

(., d, d,),losvalores de x,y,zdependen solo del pardmetro A, por lo tanto, podemos
reescribir las ecuaciones anteriores como funciones en los nimeros reales.

x(N)=x,+\d,
y) =y, +\d,
z(?»)=z0+7»d3

Estas tres ecuaciones definen la misma recta, pero permiten expresar como varfa cada
coordenada con respecto al parametro A.

TOMO nota

* Laimagen de la funcién paramétrica f(A) = (x,+ A d,, y, + A d,, z,+ A d,) representa una recta en el

espacio, cuya ecuacion vectorial es (x, y, 2) = (x,, v, z,) + A {d,, d,, d.).

* Laecuacién paramétrica de la recta en el espacio esta dada por (x, y, z) = (x,+Ad,, y,+Nd, z,+ \d,).

e Podemos separar la ecuacion paramétrica en tres ecuaciones, que definen la misma recta, y que

llamaremos ecuaciones paramétricas de la recta en el espacio.
x=x,+MNd,
y=y,t\d,

z=z,+M\d,

Actividades

1. Determina la funcion paramétrica que define la recta en el espacio que pasa por los siguientes puntos.

Luego, escribe la ecuacion paramétrica de cada recta.

a. P4,2,7),Q@3,-1,6) c. P0,3,5,Q21-3)

b. P(1,3,-4), Q0,-2,2) d. P(2,4,7),Q3,-2,1)
2. Para cada una de las siguientes rectas, escribe sus ecuaciones paramétricas.

a. Recta que pasa por P(2,2,-3) y Q(-1,-1,1).

b. Recta con vector director (5, 2, 0) y vector

\

posicion (6, 0, 2). AHT@Q d@ COhﬁhuar

C. Li{xy2=(25-9 +w-34 -5 .ClUA :
(.y.2)=( )+ 1 ) 1. {Cuéles son las diferencias entre la ecuacién
d. Recta que pasa por P(1,4,-7) y Q(=2, 0, 3). vectorial y la ecuacion paramétrica de una
e. Recta con vector director (-2, 5, 1). misma recta?
f. Li{x,y,2)=(1,0,-6) + -4, 3, -6) 2.{Cudles son las posibles ventajas de escribir Ia

ecuacion en su forma paramétrica?
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