Ecuaciones Cuadraticasy
Funciones

Del Algebra a la Grafica

Una exploracion completa de las ecuaciones de segundo grado: desde su definicion
algebraica hasta su representacion grafica como parabolas, pasando por los métodos
de resolucion y sus aplicaciones en el mundo real. Este material esta disenado para
estudiantes de secundaria y profesores de matematicas que buscan una comprensién

profunday visual del tema.
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. Qué es una Ecuacion Cuadratica?

Una ecuacién cuadratica es una ecuacién polindmica de segundo grado, lo que significa que la variable principal esta elevada al cuadrado como su
mayor exponente. Es una de las estructuras algebraicas mas importantes en las matematicas de nivel secundario y universitario, ya que aparece

constantemente en fisica, economia, ingenieria y ciencias naturales.

Forma Estandar Los Tres Componentes

Toda ecuacién cuadratica puede expresarse en la siguiente forma

general: az? — Término Cuadratico

Es el término de mayor grado. El coeficiente a determinala

az’ +bx+c=0

aperturay concavidad de la parabola. Nunca puede ser cero.

Donde a # 0. Sia = 0, la ecuacién dejaria de ser cuadraticay se

convertiria en una ecuacion lineal de primer grado.
bx — Término Lineal

El coeficiente b puede ser positivo, negativo o cero. Afecta la

posicion horizontal del vértice de la parabola.

¢ — Término Independiente

Es la constante de la ecuacién. Representa la interseccion de la
parabola con el eje Y cuando z = 0.
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Tres Métodos de Resolucion

Para encontrar las raices o soluciones de una ecuacién cuadratica (los valores de x que hacen verdadera la ecuacion), existen tres estrategias

principales. Cada método tiene sus ventajas segun el tipo de ecuacidon que enfrentemos.

1. Factorizacion 2. Formula General 3. Completar el Cuadrado

Consiste en descomponer el trinomio en el El método infalible que funciona para cualquier Este método transforma la ecuacién en un
producto de dos binomios. Se buscan dos ecuacién cuadratica, independientemente de si  trinomio cuadrado perfecto, permitiendo
numeros que, multiplicados, den como es factorizable o no. Se deriva del método de despejar z facilmente. Es especialmente util
resultado cy, sumados, den como resultado b. completar el cuadrado y proporciona para encontrar la forma de vértice de la

Es el método mas rapido cuando la ecuaciénes  directamente las soluciones: funcién cuadratica y para deducir la formula
factorizable, pero no siempre es posible general. Requiere manipulacién algebraica
aplicarlo directamente. P = —b+ v b* — 4dac cuidadosa pero ofrece gran comprension
Ejemplo: 22 + 52 + 6 = 0> (z + 2)(z + 3) = 0> 20 conceptual.

Las solucionessonz = -2y z = —3. El simbolo + indica que existen dos soluciones:

una con sumay otra con resta.
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La Formula General en Detalle

La férmula general (también llamada férmula resolvente o férmula cuadratica) es la herramienta mas poderosa para resolver ecuaciones de

segundo grado. Su deduccién histérica se atribuye a matematicos arabes del siglo IX, y su aplicacion es universal en todas las ramas de la cienciay la

ingenieria.

¢Como se aplica paso a paso?

01

Identificar los coeficientes

Determinar los valores de a, by c a partir de la ecuacién escrita en forma

estandar. Recordar que el signo forma parte del coeficiente.

02

Calcular el discriminante

Evaluar A = b2 — 4ac antes de continuar. Esto nos indica cuantas soluciones

reales existen y si vale la pena continuar con el calculo.

03

Sustituir en la formula

Reemplazar los valores en ¢ = =y —dac Vz’jf“““ y simplificar cuidadosamente,

respetando el orden de operaciones.

04

Expresar las soluciones

Obtener los dos valores de = (0 uno solo si el discriminante es cero). Verificar

sustituyendo en la ecuacién original.

@ Lassolucionessonx=3yx=-1.
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El Discriminante: Naturaleza de las Soluciones

El discriminante es la expresidn que aparece dentro de la raiz cuadrada de la férmula general: A = b* — 4ac. Su valor numérico nos revela, sin

necesidad de resolver completamente la ecuacion, cuantas y qué tipo de soluciones reales posee la ecuacién cuadratica. Es una herramienta de

analisis previo fundamental.

A > 0 — Dos Soluciones Distintas

Cuando el discriminante es positivo, la raiz
cuadrada produce un numero real positivo.
El simbolo + genera dos valores diferentes

de z. Geométricamente, la parabola corta

al eje X en dos puntos distintos.

Ejemplo: 22 — 5z +6 =0
A=25-24=1>0

Soluciones:z =2yz =3

A = 0 — Una Solucién Unica
(Doble)

Cuando el discriminante es exactamente
cero, laraiz cuadradavale Oy el + no

produce diferencia. Existe una tinica
solucion real, también llamada raiz doble.
La parabola es tangente al eje X en un solo

punto (el vértice toca el eje).

Ejemplo: 22 — 4z +4 =0
A=16—-16=0

Solucioén: x = 2 (raiz doble)

Interseccion alta

W @

A > 0: Dos soluciones

Contexto grafico

A < O: Sin soluciones

A <0 — Sin Soluciones Reales

Cuando el discriminante es negativo, la raiz
cuadrada de un numero negativo no existe
en los nimeros reales. La ecuacion tiene
soluciones complejas conjugadas, pero
ninguna solucion real. La parabola no
intersecta al eje X en ningun punto.

Ejemplo: z*> + 2z +5 =10
A=4-20=-16<0

Sin soluciones reales (soluciones
complejas)

A =0: Una solucién real

reales

N

Interseccion baja

Valorde A

Interpretacion visual
reales rapida

El diagrama anterior resume visualmente como el valor del discriminante determina la relacion entre la parabola y el eje X: dos intersecciones, una

tangencia o ninguna interseccion.
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La Funcion Cuadraticay la Parabola

Cuando escribimos f(z) = az® + bz + ¢, pasamos del terreno de las ecuaciones al de las funciones. Una funcién cuadréatica asigna a cada valor de =
un unico valor de f(z), y su representacién grafica en el plano cartesiano es siempre una curva llamada parabola. Esta curva tiene propiedades

geomeétricas fascinantes y predecibles.

Concavidad de la Parabola Eje de Simetria

El signo del coeficiente a determina hacia donde "abre" la parabola: La parabola es una figura perfectamente simétrica. Existe unalinea
vertical imaginaria que la divide en dos mitades especulares. Esta linea
se llama eje de simetria y pasa exactamente por el vértice de la

a>0-> Abre haciaarriba  a<0 - Abre hacia abajo

N J parabola.
La parabola tiene forma de "U". La parabola tiene forma de "n" T = —b
El vértice es un minimo (punto invertida. El vértice es un 2a
mas bajo de la funcién). Los maximo (punto mas altodela . . e
J ) (p Esta misma férmula nos da la coordenada z del vértice. Es una de las

brazos de la parabola se funcién). Los brazos se ) , , ) ) , ,

_ o _ L relaciones mas elegantes del dlgebra: el eje de simetria esta
extienden hacia el infinito extienden hacia el infinito . , )

N ) exactamente a la mitad entre las dos raices (cuando existen).
positivo. negativo.

; . , Si la parabola tiene dos raices z; y z,, el eje de simetria esta en
El valor absoluto de a controla qué tan "abierta" o "cerrada" estala ® P 1Y @2, €1€]
. , . z = 822, el punto medio entre ellas.
parabola: un |a| grande produce una parabola estrecha, mientras que

un |a| pequefio produce una parabola ancha.
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Elementos Clave de la Grafica

Para graficar correctamente una funcién cuadratica y comprender su comportamiento, debemos identificar y calcular sus elementos
caracteristicos. Estos puntos y lineas definen completamente la posicién y forma de la parabola en el plano cartesiano.

Vértice (h, k) Eje de Simetria

Es el punto méas importante de la parabola: su maximo o minimo La recta vertical z = h que divide la parabola en dos mitades
absoluto. Se calcula encontrando primero h = ;—(f (la idénticas. Es una herramienta esencial para graficar con
coordenada x) y luego evaluando k = f(h) (la coordenada y). El precision: siconocemos un punto a un lado del eje,

vértice siempre se encuentra sobre el eje de simetria. automaticamente conocemos su punto reflejado al otro lado.
Interseccidonconel Eje Y Raices o Ceros (Intersecciones con X)

Es el punto donde la parabola cruza el eje vertical. Se obtiene Son los puntos donde la parabola toca o cruza el eje horizontal.
evaluando la funcién en z = 0, lo que da siempre el punto (0, ¢). Corresponden a las soluciones de la ecuacion az? + bz + ¢ = 0.
Es el término independiente de la ecuacién y siempre existe (a Pueden ser dos, una (raiz doble) o ninguna, dependiendo del
diferencia de las intersecciones con X). valor del discriminante.
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Forma de Vértice y Transformaciones

Ademas de la forma estandar f(z) = az? + bz + ¢, existe una representacion alternativa llamada forma de vértice o forma candnica, que revela

directamente las coordenadas del vértice y facilita el analisis de transformaciones geométricas.

Forma de Vértice Transformaciones Geométricas

f(x) — a(x — h)2 + k La forma de vértice permite visualizar facilmente cémo se transforma
la parabola basicay = z2:

En esta forma, el vértice de la parabola es directamente el punto (h, k).

El coeficiente a mantiene el mismo significado: controla la concavidad % Desplazamiento horizontal

y la apertura de la parabola. El valor h desplaza la parabola h unidades horizontalmente. Si

Para convertir de forma estandar a forma de vértice, se aplica el h > 0, se mueve aladerecha; sih < 0, alaizquierda.

método de completar el cuadrado. Este proceso algebraico es
fundamental para entender la estructura interna de las funciones % Desplazamiento vertical

cuadraticas.
El valor k£ desplaza la parabola k unidades verticalmente. Si k > 0,

se mueve hacia arriba; si £ < 0, hacia abajo.

— Estiramiento y reflexion

El valor |a| estira o comprime la parabola verticalmente. Sia < 0,

la parabola se refleja sobre el eje X (invierte su concavidad).
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Aplicaciones en la Vida Real

Las ecuaciones cuadraticas no son solo un ejercicio académico: aparecen de manera natural en situaciones del mundo real. Comprender su

estructura nos permite modelar, predecir y optimizar fendmenos en fisica, economia, arquitectura y muchas otras disciplinas.

9

& Lanzamiento de Proyectiles

La trayectoria de cualquier objeto lanzado al
aire (un balén, una flecha, un cohete) sigue una
curva parabdlica bajo la influencia de la
gravedad. La altura h(t) en funcion del tiempo ¢
es una funcién cuadratica:

h(t) = —3gt* + vot + ho. El vértice representalla
altura maxima alcanzada, y las raices indican
cuando el objeto toca el suelo.

~/ Economiay Negocios

En microeconomia, las funciones de ingresos y
costos frecuentemente son cuadraticas. El
vértice de la parabola de ingresos representa el
punto de ingreso maximo, mientras que el
vértice de la parabola de costos indica el costo
minimo. Las empresas usan estas
herramientas para determinar la cantidad
6ptima de produccién que maximiza sus
ganancias.

1 Arquitectura e Ingenieria

Los arcos parabélicos son una de las
estructuras mas eficientes en ingenieria civil.
Distribuyen las fuerzas de manera 6ptima,
permitiendo construir puentes, tinelesy
techos de gran envergadura con minimo
material. El Gateway Arch en St. Louisy
muchos puentes histéricos son ejemplos

iconicos de parabolas en la arquitectura.
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Resumen y Puntos Clave

A lo largo de esta presentacion hemos recorrido los conceptos fundamentales de las ecuaciones cuadraticas y las funciones. Aqui reunimos las ideas
mas importantes para consolidar el aprendizaje y facilitar la revision.

Conceptos Esenciales Conexiones Importantes

Algebra 3] Gréfica
1 2 gebra [

Las raices de la ecuacién son las intersecciones con el eje X. El

Forma Estandar Formula General vértice estd en z = 52, exactamente a la mitad entre las raices.
az® + bz +c=0cona # 0. Los g = =bviidec _ Flmétodo
coeficientesa,byc universal que resuelve Discriminante —, Intersecciones
determinan completamente cualquier ecuacion A > 0: 2intersecciones con X. A = 0: 1interseccion (tangente). A < 0
la ecuacion. cuadratica. A :
: 0 intersecciones reales.
3 4 Coeficiente a [.] Concavidad
] L ; a > 0: parabola abre hacia arriba (minimo). a < 0: parabola abre hacia
El Discriminante La Parabola : .
abajo (maximo). El valor de |a| controla la apertura.
A = b — 4ac determina si hay Gréaficade f(z) = az® + bz + c.
dos soluciones, una solucién Su vértice, eje de simetriae Aplicaciones Reales
doble o ninguna solucién intersecciones definen su
. Proyectiles, optimizacion econdmica, disefo arquitectonico: las
real. posicidén y forma.
cuadraticas modelan fendmenos del mundo real con precision
matematica.
() . Consejo para el estudio: Practica identificando los

coeficientes a, by c antes de aplicar cualquier método. Un
error en los signos es la causa mas comun de errores en la

resolucion.
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