Unioao €3

DERIVADAS Y METODOS DE
DERIVACION

Objetivos

Al finalizar la unidad, el alumno:

Identificara cuando una funcion es derivable y cuando no.

Utilizara el método de derivacion adecuado a la funcidén que se trate.
Resolvera ejercicios por medio de derivadas que involucren funciones
algebraicas, compuestas o trascendentes.

Calculara derivadas de orden superior.
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Introduccion

na de las metas fundamentales de este capitulo es entender el significado

matematico de curva suave y continua; es decir, sin cambios bruscos de

direccion. Las curvas de esta naturaleza se caracterizan por generar rectas
tangentes Unicas en cada uno de los puntos que las conforman, empleando los limites
para calcular las pendientes de dichas rectas tangentes. En diversos problemas fisicos
estas pendientes se interpretan como razones de cambio instantaneo, a saber, la
velocidad y la aceleracion.

3.1. Derivada de una funcion en un punto

El problema de la tangente a una curva es determinar la pendiente de la recta
tangente en un punto (x, / (x)) de dicha curva. En esta unidad estudiaremos este
problema con todo detalle. Para nuestro estudio requerimos del concepto de
derivada. Con la finalidad de entender este concepto iniciaremos formulando su
definicion, para luego plantear, de forma explicita, su interpretacion geométrica
y fisica, asi como el entendimiento de la formulaciéon adecuada para obtener las
derivadas de diferentes funciones. Concluiremos con el estudio de las derivadas de
orden superior.

Definicion. Decimos que una funcion f{x) es derivable en un punto si existe el
Ay S+ A - ()
Ax

Ax—0

limite cho = f'(x) y se le llama derivada de la funcion

y =/

Existen diferentes notaciones para designar la derivada de la funcién y con
respecto a x, por ejemplo:

1 1 d
f(x), for Vs d_y V.
X

Ademas existe la notacion de Newton para cuando la funcion y 6 x se deriva con
respecto a la variable del tiempo:

ﬂ_. dx

a2 dt
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Ejemplo 1
Obtén la derivada de la funcion f(x) = 7x — 5.
Solucion

Cuando el valor de la variable x es igual a (x+Ax), se tiene que:
f(x+Ax)=7 (x+tAx) — 5 =Tx + 7Ax -5; como f(x) = 7x - 5.

Entonces, dado que Ay= f (x+Ax) —f (x), se tiene que:

Ay = Tx + TAx =5 — (7x — 5) = TAx

Ahora bien Q = E =7
Ax  Ax

Por consiguiente:

f'(x)=iimof(x+A3_f(x)=1im£=11m7=7

A—0 Ax  Ax—0

Asique f'(x) =7 para todos los nimeros reales x.

Por lo tanto, f(x) = 7x — 5 es derivable y su derivada es igual a 7.

Ejemplo 2
Calcula la derivada de la funcion f{x) = x%.

a) En un punto cualquiera x
b) En el punto x =4

Solucion

a) Cuando el valor del argumento x es igual a (x+Ax), se tiene que:
fix + Ax) = (x+ Ax)*> = x?+ 2 xAx + (Ax)*; como  f(x) = x%

Entonces Ay = f(x+ Ax)— f(x) es:

Ay =x"+2 xAx + (Ax)* —x* =2 xAx+ (Ax)’
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Ay _ 2xAx+(Ax)’
Ax

Ahora bien: =2x+ Ax

Por consiguiente:
f'x) =1 Q—l' 2x+Ax)=2
D= lim =l Ay =2x

Asique f'(x) = 2x enun punto cualquiera.
b) Por lo tanto, para x = 4 obtenemos:

f'@=2-4=8.

Ejemplo 3

Halla la derivada de la funcion y = 1
x
Solucion

Como en los dos ejemplos anteriores, tendremos que:

1
, 1 | impli :
1 A o cual implica que
1 1
Ay = ——
Y X+Ax x
o x—x—Ax Ax

- x(x+ Ax) __x(x+Ax)

Ahora bien: 2 =——!
ora oien. Ax x(x+Ax)

Por lo que: y'= lim&: lim[ ;} L

Ax—0 Ax Ax—0 x(x + A_x) x2

Asique: y'= —iz
x
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De los ejemplos anteriores se observa que para encontrar la derivada de una
funcion dada y = f(x), con base en la definicion general de derivada, es necesario:

1. Dar al argumento x un incremento Ax y calcular el valor incrementado de la
funcion:

y+Ay = f(x+Ax)

2. Encontrar el incremento correspondiente de la funcion:
Ay = f(x+Ax) - f(x)

3. Hallar la razén del incremento de la funcidon respecto al incremento del
argumento:

Ay _fGr+AD) - f(x)
Ax Ax

4. Calcular el limite de la razon mencionada, cuando Ax—0:

A—0 Ay Ax—0 Ax

A este proceso también se le llama derivacion por cuatro pasos, el cual nos sera
de mucha utilidad para encontrar las derivadas fundamentales de algunas funciones
en las secciones posteriores.

3.1.1. Interpretacion geométrica y fisica de la derivada

Una vez definido el concepto de derivada de una funciéon en un punto x, daremos
a la derivada la interpretacion geométrica, que también es importante. Para ello es
necesario definir la tangente a una curva en un punto x dado.

Interpretacion geométrica de la derivada. Examinemos la funciéon f(x) y la
curva correspondiente, y = f(x) en el sistema de coordenadas rectangulares, como se
muestra en la figura 3.1.
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x x+Ax

Figura 3.1

A cierto valor de x le corresponde un valor de la funcidén y = f(x). A los valores
dados de x y y les corresponde un punto P (x, y) en la curva. Dando a la variable x
un incremento Ax, al nuevo valor x + Ax le corresponde un valor incrementado de
la funciéon y + Ay = f(x + Ax). A este ultimo le corresponde en la curva el punto
P,(x + Ax, y + Ay). La recta secante que pasa por los puntos P, y P, forma un dngulo g
con el eje x. Ahora bien, la razon del incremento de la funcion respecto al incremento
de la variable x, de la figura 3.1 es:

Ay
— =tan
™ B

Al hacer que Ax tienda a cero, el punto P, se desplazara a lo largo de la curva
aproximandose al punto P, ya que la secante girara alrededor del punto P ; asimismo,
el angulo fBvariaré al modificar Ax. Asi, cuando Ax— 0, el angulo S tendera al angulo
a, que es el angulo que forma la recta tangente, y éste serd precisamente la tangente
que se busca, luego entonces, la tangente del angulo « es:

— L Crm A
tana—AliTOtanﬁ—gr_I)l()E—f(x)

Por lo tanto:

f'(x) =tan o = m, donde m es la pendiente de la recta tangente a la curva.

Es decir, el valor de la derivada f'(x) correspondiente al valor dado del
argumento x, sera igual a la tangente del angulo formado por la direccion positiva
del eje x y la curva de la funcién f'(x) en el punto correspondiente P, (x, y).

Ejemplo 4

Calcula las pendientes de la recta tangente a la curva y = x? en los puntos:
P2,49)yP,(1,1).
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Solucion

En virtud del ejemplo 2, se tiene que: »' = 2x; ahora bien, sean ay a, los
angulos de inclinacion de las rectas que pasan por los puntos P,y P, respectivamente,
entonces:

— ' j— . 1 1 . — 1 j—
tan ¢ = y'| _,=4; asimismo: tana, = y'| _ =-2

Ya que tan a =m, setiene que:m = 4y m,=-2.

Ejemplo 5

1
Determina la pendiente de las tangentes a la curva ¥y = ~en diferentes puntos:
a) Cuandox =1 /2

b) Cuando x =1

Solucién

En virtud del ejemplo 3, se tiene que y'=— 1/x?
a) tana, = y'| _ ,=—4;entonces: tan a, = —4
b)tan a, = y'| _ =-1; entonces: tan a, =—1

Para entender y definir adecuadamente la interpretacion fisica de la derivada es
necesario examinar el movimiento de un cuerpo o particula, considerandolo en adelante
como un punto movil, esto es, olvidandonos de sus dimensiones y configuracion. La
distancia » que recorre el movil en un determinado tiempo ¢, partiendo de un punto y
un tiempo inicial conocido, se puede expresar mediante la funcion » = f'(¢), que indica
como es que la posicion depende del tiempo 7. Asi que analicemos con todo detalle
un caso general de un punto en movimiento rectilineo, que puede ser ejemplificado
como se muestra a continuacion.

Interpretacion fisica de la derivada. Supongamos que en un instante ¢ dado un
movil se encuentra a una distancia r de la posicion inicial Ry unos instantes despues,
t + At, se encontrara en la posicion R, a la distancia » + Ar de la posicion inicial, como
se observa en la figura 3.2.
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' Figura 3.2

Por consiguiente, en este intervalo de tiempo Af el espacio recorrido » ha
cambiado en una magnitud Ar. Se dice en este caso que en el intervalo de tiempo A¢
la magnitud  adquiri6 un incremento Ar.

La razon del incremento en la posicion Ar respecto del incremento del tiempo A¢
representa la velocidad media del punto movil durante el tiempo Az, esto es:

Ar
v, =—
At

Sin embargo, la velocidad media no puede caracterizar, en todos los casos, con
la debida precision la rapidez del desplazamiento del movil en el momento ¢ Asi,
por ejemplo, si al inicio del intervalo Af el movil se desplaza con mayor rapidez,
mientras que al final lo hace lentamente, la velocidad media no podra reflejar
estas peculiaridades del movimiento del punto y mostrarnos una correcta idea de la
velocidad real de su movimiento en el instante ¢. Para expresar la velocidad real con
mayor precision, sirviéndose de la velocidad media, es necesario tomar un intervalo
de tiempo Af mucho menor y emplear limites.

El limite hacia el cual tiende la velocidad media, cuando Ar — 0, caracteriza la
velocidad del movil en el instante 7. Este limite se llama velocidad del movimiento
en el instante dado o velocidad instantanea, esto es:

. Ar
y=lim—

Ahora bien, como Ar = f(¢ + At) — f(f), entonces la velocidad instantanea también
se puede expresar de la siguiente forma:

v:hmf(t—l_At)_f(t)

At—0 At

De este modo se observa que el concepto de velocidad de movimiento no
uniforme esta estrechamente unido al de limite. Sélo a través del concepto de limite
se puede determinar fisicamente la velocidad del movimiento no uniforme. Ademas
de esta ultima ecuacién se deduce que la velocidad v no depende del incremento de
tiempo At, sino del valor ¢y del caracter de la funcién f (7).
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Ejemplo 6

Halla la velocidad del movimiento con aceleracion uniforme en cualquier instante
ty en uno definido para ¢ = 3 segundos, si el espacio recorrido se expresa en funcion

1
del tiempo mediante la férmula siguiente: r = 5 gt’

Solucion
. . 1, .
En el instante ¢ se tiene que: 7 = 5 gt”, y en el instante ¢ + Af tendremos:

r+Ar :%g(t+At)2 =%g(t2 +2tA1 + A%

1 1 1
Por lo que: Ar = Eg(t2 +2tAL+ A — Egt2 = gtAt + Eg(At)2

1
gtAt+— g(At)
Ahora bien: — = -2 gt+—gAt
At At 2
De la definicion de velocidad en un instante ¢ se tiene:

v= limﬂz lim{gt+%gm}=gt

At—0 At At—0

Asi que la velocidad en un instante ¢ cualquiera es v = gty cuando ¢ =3
segundos. Se evalua, utilizando el hecho de que g = 9.8 m/s?, de la siguiente forma:

v|,,= gB) = 29.4mss

Ejercicio 1

1. Halla y' para las funciones siguientes, trabajando directamente con la
definicion de derivada:

a) y=+x

1

b) y=$
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2. Calcula las tangentes de angulos de inclinacion de las rectas tangentes a las
curvas siguientes:

a) y =x* cuando x =24y cuando x = 24
b) y =x% cuando x =7 y cuando x =24

3. Halla la velocidad de un objeto al cabo de 5 segundos que cae partiendo del
reposo y recorre una distancia » = 4.97

4. Halla la velocidad de un moévil que recorre la distancia » = 1/3 2 +16 ¢ en
t = 2 segundos.

5. (Cuando alcanza su velocidad cero un objeto que se mueve en una trayectoria
rectilinea, si recorre un espacio » = £ — 682 + 121?

3.2. Reglas de derivacion de funciones

En esta seccion se abordara el estudio de las reglas para derivar funciones
algebraicas; para tal efecto estableceremos formulas fundamentales de derivadas,
como son la derivada de: funciones constantes, lineales, potencia, constantes por
funciones, trigonométricas, logaritmicas y exponenciales; ademas, se definiran los
criterios para que una funcion sea o no derivable y de esa manera se podran
determinar las derivadas de todas las funciones algebraicas.

Derivada de una funciéon constante. Sea una funcion constante f{x) = C. Su
grafica es (como se sabe) una recta paralela al eje de abscisas. Puesto que para
cualquier valor de la abscisa su ordenada correspondiente es, constantemente, igual
a C, si a es un punto cualquiera del dominio de la funcién f(x) y % es el incremento
correspondiente, se tiene que f(a+h)=C 'y f(a)=C, por lo que:

f(a+h) f(a)_l _hmg—hmO 0

=0 ) =0 h  h—>0

S (@)=

luego entonces la derivada de una constante es siempre cero.
Por lo tanto, si f(x)=C = f'(x)=0,y en su forma més usual:

d
—-(0)=0

Derivada de la funcion identidad. Sea f(x) = x, su grafica es (como se sabe) una
recta que forma un angulo de 45° con la horizontal. Puesto que para cualquier valor
de la abscisa su ordenada correspondiente es de igual valor, luego entonces:
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f(x+h)_f(x)=(x+h)_x=ﬁ=1,entonces, lim 1=1
h h h h—>0

de tal manera que: f'(x)=1,y en su forma usual:

fw=2@=1

Derivada de una funcién lineal. Sea f'una funcion lineal cualquiera f'(x) = mx + b,
entonces,

f(x+h)—f(x)_m(x+h)+b—(mx)—b_m_h
h - h ok

S () =lim m=m

=m , por lo tanto:

lo cual significa que la derivada de una recta coincide con su pendiente y en
consecuencia, la tangente en un punto a una recta es la propia recta, esto es:

St f(x)=mx+b, suderivadaserd f'(x)=m

Y en su forma usual:

d
— +b)=
dx(mx )=m

Ejemplo 7

Deriva las siguientes funciones:

a)y= 9x -1
b)y=-5x+17
Solucion

Como en ambos incisos se tienen funciones lineales, entonces:
d .

a) d—(9x -1)=9, que es la pendiente.
x

d
b) d—(—5x +17)=-5, que es la pendiente.
X
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Derivada de una funcién potencia. La derivada de la funcion y =x" es:

d ny __ n-1
n (x")=nx

Ejemplo 8

Obtén la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=x
b) £ () = x°"
Solucion

Como en ambos incisos se tienen funciones potencia, la derivada es:

d _ ..
a) d—(xz) =2x""=2x, estoes: f' (x) = 2x, asimismo;
X

b) di(xm) =314x""" =314x"" estoes: /' (x) = 314 x38
x

Derivada de una constante k por una funcion f(x). Sik es una constante y f(x)
una funcion, la derivada de la nueva funcion £ f(x) seré:

d d
o (kf (x)) =k E(f (x))

Ejemplo 9

Obtén la derivada de las siguientes funciones:
o

a) f(x)= 5%

b) f(x)=9x"

Solucion

Se tiene que i(kf (x)) = ki( f(x)), por lo que:
dx dx
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N %G 2):——( 1220 =20e0=5

b) —(9 )= 9 (x )=9(3x"")=9(3x*) =27x"
Derivadas de las funciones trigonométricas directas sen x y cos x.

La derivada de la funcion f(x) = senx es: f'(x) =cosx 0

d
—(sen x) =cos
r (sen x) X

La derivada de la funcién g (x) = cosx es: g'(x) =—senx 0

d
—(cosx) =—sen
. (cosx) x

Derivada de la funcion logaritmo neperiano /n |x|. Puesto que el logaritmo
solo esta definido para valores positivos distintos de cero, es necesario considerar el
logaritmo del valor absoluto de x:

d 1
L ——
dx(nx) X

Derivadas de funciones exponenciales a* y ¢*. Sea la funcion y = a*, siendo a
una constante positiva distinta de 1. La derivada de esta funcion en un punto x es:

%(ax) =a" In(a)

En particular, cuando la constante a es el nimero e, la derivada de la funcion e*

es (¢')'=e"lne=e"(1)=e" o i(e")zex
dx

El uso de las formulas de derivacion anteriores se consideran en el siguiente
apartado. Hasta el momento se han revisado las derivadas de algunas funciones
elementales pero no hemos revisado un esquema que nos permita encontrar la
derivada de una suma, un producto o un cociente; por consiguiente, requerimos
avanzar en la obtencion de propiedades encaminadas a este fin.
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3.3. Derivadas de operaciones con funciones

Para realizar operaciones con funciones es necesario recordar como se define la
suma, el producto y el cociente de funciones estudiadas en la unidad 1.

Si f y g son funciones definidas en un intervalo [a,b] cuya imagen es todo R,
son validas las siguientes operaciones de funciones:

e Funcion suma de /'y g como la nueva funcion:

(ST @ =f(»+gX

e Funcion producto de /'y g como la funcion:

(fe) () =/ g X

e Funcion cociente de f'y g como:

£ (=L@

g g’
siempre que g(x) = 0

Derivada de una suma de funciones: si /'y g son dos funciones derivables en

un mismo punto x de un intervalo, la derivada de la funcién suma en dicho punto se
obtiene calculando

e+ -([+8)x) . S+ +gx+h)—f(x)—g(x)

lim

h—0 h h—0 h
i LU0 =500
:%ln(}f(x_’_h;_f(x)+£1n(}g(x+h2_g(x) zf'(X)+g'(X)

Luego entonces, la derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas:

[/()+g@)]'=/"(0)+g'(x) 6

@+ )= (£ () +4- (2(0)
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Derivada de una diferencia de funciones. Por definicion de resta de funciones
se tiene:

f-g=r+(g)

andlogamente al caso anterior se tiene que:

%(f(x)—g(x))=%(f(X))—%(g(x))

Ejemplo 10
Calcula la derivada de las funciones:

a) f(x) =x—cosx
b) f(x)=x3—-senx + In |x|, en el punto x = —7/3

Solucion

d d
a) Se tiene que la derivada de la funcion identidad —(x)=1y —(cosx)=-senx,
por lo que: dx dx

i(x—cosx) =1-(-senx)=1+senx
dx

d d d 1
b) Se tiene que —(x’)=3x", ademas — (senx)=cosx, y —(ln|x|) =—, porlo
que: dx dx dx X

i(x3 —senx+1n|x|):3x2 —cosx+l
dx X

Ahora bien, sustituyendo x por —n/3 se obtiene

TN _a T @y Lo w13
S5 =37 —cos( 3)+(‘ﬂ) Tty
3

Derivada de un producto de funciones. Sean /'y g dos funciones definidas y
derivables en un mismo punto x, entonces la derivada del producto estd dada por:
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d (f () d (g(X))

—(fg( ) =g0)————+f(x)——

Ejemplo 11
Halla las derivadas de:

a) h (x) = x -In x; para cualquier x positivo

b) h(x)= %xz sen x

Solucién

a) Sea f (x)= x; entonces f'(x)= 1; asimismo, g (x)= In x, entonces, g'(x)= 1/x
Luego entonces, [ f(x) gx)]' =1 Inx +x I/x=Inx +1

b) Sea f(x)=x?, entonces, f'(x)= 2x; asimismo, g(x)= sen x, entonces,

g (x)=cosx

1 >
Luego entonces, /'(x) =§[2x senx+x” cosx]
Derivada de un cociente de funciones. Considérense, como en los casos

precedentes, dos funciones /'y g definidas y derivables en un punto x. Ademas, en
este caso se tiene que imponer la condicion de que la funcion g no se anule en x.

f(x)} queda como
g(x)

09 (f ™) _ 9 (g (x))
dx g(x) (g(x))

Por lo tanto, la derivada del cociente {

Ejemplo 12

. I |
Calcula la derivada de y=x" =—, donde » es un nimero natural.
X
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Solucion

Dado que f(x)=1 y g(x)=x" y utilizando la forma del cociente se tiene que:

da| /) _i[L}_ dx dx_X"(0)=(Omx"" _ X
dx| g(x) | dx|x" [x” ]2 x" x”
Por lo tanto: i[i} =—nx""" = —nx "
dx| x"
. . sen x
Derivada de la funcién tan x: Puesto que tanx =
cos x

Dado que f(x)=senx y g(x)=cosx, cuyas derivadas se definieron
anteriormente como:

f'(x)=cosx y g'(x)=-senx
y aplicando la formula de la derivada de un cociente,

_ C0S X cos x —sen () (—sen (x)) _ 1

2

- =sec’ x
cos’ x cos’ x

(tan x)'

Por lo tanto, (tan x)'=

d
—=I+tan’ x=sec’x, o —(tan x)=sec’x
COs” X d.

Derivada de la funcién sec x: Puesto que sec x =

cos x
Si f(x)=1y g(x)=cosx
Y sus derivadas respectivas son:
f')=0y g'(x)=-senx
De la formula de la derivada de un cociente:
, O0cosx —1 (—senx) senx 1 (senx
(secx)' = > =——= =secx tanx
cos” x cos“x cosx\cos x
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Por lo tanto, (sec x)' =secx-tanx o

d
—(sec x)=secx tanx
dx

Derivada de la funcién csc x: Puesto que csc x = .
sen x

Si f(x)=1y g(x)=senx
Sus derivadas estan dadas por:
f'(x)=0y g'(x)=cosx
De la derivada de un cociente,
, Osenx —1 cosx —cos x 1 (—cosx
(cscx) = 5 = — = =—cscx cot x
sen”x sen“x  senx\ senx

, d

Por lo tanto, (cscx)' =—cscx - cotx, o d—(csc X)=-—cscx cotx
x

COS X

1
Derivada de la funcién ctg x. Puesto que cot x = = .
tan x senx

Sif(x) =cosx, f'(x)=-senx; sig(x)=senx, g'(x)=cosx
— (senx)sen x —COS X COS X
(cot x)'= >
sen‘x
2 2
—(sen” x+cos” x -1
_ . )_ — =—csc’ x=—(1+cot’ x)
sen”x sen”x

Por lo tanto, (cotx)'=—(1+cot’x)=—csc’x=—

>—, 0 de manera usual

sen x

L i(cotx) =—csc’x

d
—(cotx)=—(1+cot’ x)=—csc’ x =—
dx sen"x dx
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Ejemplo 13

X cosx—2
x2

Calcula la derivada h(x) =
Solucion

Llamando f(x) = x cos x — 2 se tiene un producto de funciones (x cos x) mas la
constante (-2), por lo que:

d(f(x)) d(xcosx—2)
dx dx

(la derivada de 2 es cero por ser una constante).

=(1)cosx+ x(—sen x) =cosx —Xx sen x ;

d(g(x) _d@)

Sig(x) =x? =2x , entonces utilizando la forma del cociente:
dx dx
UG _ o d(z()
i{f () = dx 5 dx , sustituyendo se tiene que:
dx| g(x) (g(x)
d (xcosx—2 _xz(cosx—x sen x) —(xcosx—2)2x
dx x2 x*

_ x(xcosx—x’senx—2xcosx+4) —xcosx—x’senx +4

4 3
X X

d (xcosx—2) -—xcosx—x’senx +4
Por lo tanto, — > = 3
dx X X

Ejemplo 14

t —_
Calcula la derivada A(x) = M
nx

Solucion

Como se observa que la funcién ademas de ser un cociente se tiene un producto y
un sumando, por lo que definimos f(x)=x tan x—cos x de tal manera que:

d(f(x)) d(xtanx—cosx)
dx dx

Por lo que obtenemos:



Calculo diferencial e integral EIf

—d(]; (x) = (I)tan x + x(sec’ x) — (—sen x) = tan x + x(1 + tan” x) + sen x
x

. . d 1
Ahora definimos g(x)=In(x), cuya derivada estd dada por —(Inx)=—,
entonces aplicando la forma del cociente tenemos: dx *

1
Inx(tan x + x + x tan’x +sen x) — (xtan x — cos x) —
X

d (xtanx—cosx}

dx Inx (In x)*

Ejercicio 2

1. Deriva las funciones
a) f(x)=2x3+7x?—x+9
b) f(x) =%

2. Deriva el producto de funciones f(x)=senx sen x

3. Deriva el producto de funciones f(x)=secxtanx

2
4. Deriva la funcién y = (lij

. . 4-3x—x
5. Deriva la funcion f(x) = #
x +1
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3.4. Regdla de la cadena

A pesar de contar ya con un nimero estimable de propiedades para el calculo de
derivadas, hay funciones elementales de las que no se conoce ningtn procedimiento
para la obtenciéon de su derivada. Para seguir avanzando por este camino es
imprescindible conocer una de las propiedades fundamentales y mas utiles de la
derivacion, aunque no se hara su demostracion. Se le conoce como derivada de una
funcidon compuesta o regla de la cadena.

Esta propiedad asegura que si y = f(x) donde f(x) es una funcion derivable en
un cierto intervalo; z = g(y) es otra funcion derivable y definida en otro intervalo que
contiene a todos los valores (imagenes) de la funcion £, entonces la funcion compuesta
definida por (gof')(x) = g[ f(x)], es derivable en todo punto x del intervalo y se obtiene

asi:
(800 =g 1/ (] 1'x) 0 “((gor ) - LELD. LD
x dx dx
Es decir,
L (gofn - ED.L
X
Ejemplo 15

Calcula la derivada de la funcion A(x) = sen x2.
Solucién

La funcion A(x) = sen x* es una funcién compuesta de otras dos, las cuales definimos
como:

f(x)=x" y g(x)=senx
desarrollando la composicion se tiene:
(gof)(x) = g f (x)] = g(x*) =sen x*

Alser g(x)=senx y g'(x)=cosx, por lo tanto:
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g'If(0)]=cos f(x)=cosx’ y [(x)=x"= f'(x)=2x

Luego entonces, por la regla de la cadena, se tiene:

h'(x)=g'[f (x)]f(x) = 2xcosx”

Ejemplo 16

3
Calcula la derivada de la funcion A(x) = {x hl 1}
X

Solucion

241

h(x) es la composicion de las funciones f(x)= al y gx)=x

donde se debe suponer que x # 0 ya que en este valor la funcion f no esta
definida:

X

(gOf)(x)=g[f(x)]=g{x XHH" “}

de g(x) = x%, se deduce g'(x) = 3x’. En consecuencia,

g/ (0]=3f(x)" = 3[x2x+ 1} , por otro lado,
o x(2x) - (x* + 1)1 3 2xt —x7 -1 3 xt -1
fiag=- 220z tD 2 or ol X

Asi que por la regla de la cadena,

e e

Regla de la cadena para la funcién potencia. Se sabe que la derivada de una

funcion f(x)=x" es f(x)=mx"". Sien lugar de la variable x se tuviese una funcion
u(x), la derivada de u(x)", aplicando la regla de la cadena, sera:
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[u()"]" = mu(x)""u'(x)

Para simplificar la notacion a partir de ahora se escribira simplemente u en lugar
de u(x). Asi, si

S(x)=u"

su derivada definida para una funcion potencia es dada por:

i AR @) dw)
f'x)=w")'=mu""u' o & =mu ra

Ejemplo 17
Calcula la derivada de f(x)=(x" +1)’.
Solucién

. 2 . 7
Si u=x"+1 y su derivada es u'=2x, en este caso m = 3 y la funcion la
escribimos como:

f(x)=u’ de tal manera que su derivada esta dada por la regla de la cadena,

f(x) =3uu" =3(x" +1)*(2x) = 6x(x° +1)?

Regla de la cadena para la funcién logaritmo neperiano. Si en la derivada de
logaritmo neperiano se sustituye x por una funcion de x, u (x), en virtud de la regla
de la cadena se tiene que:

(Infu)' ==
u

o de forma general:

d(Inul) _1ldw
dx u dx
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Ejemplo 18

Calcula la derivada de las funciones:

2) f(x):ln(xzjlj

X

b) f(x)= ln|sen x|

Solucion

2

x“+1 ' . . .
a) Tomando u = se calcula u' aplicando la derivada de un cociente:

x2
'2x) - (" +D2x _ 2 2

u'== (22) (:C th2x 4x=——3; se aplica la regla de la cadena:
X X X
X’ +1 1 (-2 2x° -2

'(x)=|In '= —|=- =
S ( ( x’ D x2+l(x3j X+ x(x*+1)
2

X

b) Sea u=senx y su derivada ' =cosx entonces:

. " u' cosx
f (x):(ln|senx|) =—-= =cot x
u senx

Regla de la cadena para las funciones exponenciales. Si en lugar de x se tuviese

una funcion u(x) de tal forma que para una funcion f(x)=a" se tendra por la regla
de la cadena:

d(f(x)) _d(u)

=—-=(a")Ina o de forma general:

f'(x)=(a")' =u'a"Ina , esto es,

dx dx
d@") _ oy ina. 40
dx dx

y para g(x)=¢€", g'(x)=(e") =u'e" esto es de forma general:

d(e") _ . dw)

dx dx
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Ejemplo 19

Calcula la derivada de

a) f(x) — 4(xsenx)
b) g(x)=e"

Solucién
Llamando u =xsenx y su derivada es: u'=(l)senx + xcosx

De tal manera que la funcion ahora es dada por:
f(x)=4" y su derivada por forma general serd dada por:

f'(x)=(4")'=w"4"In4 y sustituyendo la funcién u(x) y su respectiva derivada
tendremos:

f'(x) = (4"")' = (sen x + xcos x)4"*" In 4

., —x2 . .
b) Dada la funcién g(x)=e™ hacemos u =—x y, respectivamente, su derivada
es dada por u'=-2x; entonces retomamos la funcion inicial pero ahora en funciéon

de u(x), esto es: g(x) =", de tal manera que g'(x)=(e")' =u'(e")=-2xe ™"
Regla de la cadena para las funciones trigonométricas

En la siguiente tabla se resumen las derivadas de funciones trigonométricas
compuestas desarrolladas por la regla de la cadena:

Tabla 3.1.
4 a
d d
(senu)'=u'cosu o disenu) _ (cosu)M )
dx
(cos u)'=-u'senu o d(cos u) _ (—sen u)M .
dx dx
(tan u)' = (1+tan’ u)u'= u2 _u'sectu o 2N W) _ d(”)( 12 ) = (sec’ u)_d(”) '
cos” u dx dx \ cos“u dx

\_ /
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-

N

~
(sec u)' =u'secu tanu o Mz(secu tanu)M,
dx dx
(csc u)'=u'(—cscu cotu) o M=(—cscu cotu)d(u).
dx dx
. . —u' d(cotu) d(u) 1 \du)

(cotu)'=—u (1+cot2u)=sen2u 0 — — =" (I+cot’u)=— T

/

Ejemplo 20

Calcula la derivada de

a) f(x)=sen(senx)

b) g(x)=sec(x’ —1)

¢) h(x)=sen’(x*)

Solucion

a) Siu = sen x, u'= cos x, entonces:

f"'(x) = (sen(sen x))'=u"' cos u = cos x cos(sen x)

b) Si u =x*—1;u'= 2x, entonces:

g'(x) = (sec(x*—1))'=u"secu tanu = 2x sec(x*—1) tan(x>— 1)

c¢) En este inciso podemos observar que la funcion g(x) esta compuesta de dos

. 2 .
funciones a las que llamaremos u =senv y v=x", de tal manera que se tiene la
funcion:

h(x)=sen’(x*)=sen’v=u"

Por la regla de la cadena, la derivada tenemos:

h'(x)=@’) =3u" u'

y como u = sen v y su derivada serd u'=cosv V',
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y v=x?, tal que su derivada es v=2x,
finalmente:
h'(x) =) =3u®u'=3u’ -cosv-V'

=3(senx’)*(cosx’)(2x)

= 6x(cos x> )(sen x*)’

3.5. Derivada de la funcion inversa

Uno de los résultados mas importantes del calculo se refiere a la derivada de las
funciones inversas. Una funcion g(x) es inversa de una funcion f{x) si gof{(x) =x y
fog(y) =y; a gseledenota .

/

f—l

Para encontrar la derivada de la funcion inversa usaremos el siguiente teorema:

Teorema. Sea f'una funcién derivable en x, tal que f"'(x,)#0, entonces, si /'
existe, su derivada en y = f'(x,) es

(/)=

1
f'(x%)

Ejemplo 21
Deriva la funcion f(x)= Jx

Solucion

Se tiene que y = f(x)= Jx es la inversa de la funcién g(») =2, su derivada es:
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Ejemplo 22
Obtén la derivada de
y=f)=x-1

Solucion

y=f(x)=3/x-1 es la inversa de la funciéon g(y) =)* + 1

d 1 1
,/—_ S S S N
jy(y 1y Y 3Rx-1)

3.6. Derivadas de funciones trigonométricas
inversas

Las funciones trigonométricas inversas son continuas y monotonas en su
dominio definido por ciertos rangos como por ejemplo: la funcion sen x definida
en [-7/2, 7/2] toma todos los valores del intervalo [-1, 1] una sola vez, es decir, dos
numeros distintos de [-7/2, 7/2] alcanzan valores distintos en [—1, 1].

En estas condiciones se puede definir la aplicacion inversa de f(x) = sen x, llamada
“arco-seno” que se simboliza por arc sen x.

Asi, dado que sen 71/6 = 4, entonces: arc sen 2 = 7/6.
Entonces, si f(x) = sen x; ocurre que /' [f(x)] =f! (sen x) = arc sen (sen x) = x
Derivada de la funcion arc sen x

T T
La funcién f{x) = sen x es derivable en (_E’Ej y f'(x) =cos x =0 en ese

intervalo. Por el teorema de la funcion inversa se tiene que f '(x) = arc sen x es

105



0/} Unidad 3

b

derivable en [—% %j y su derivada estd dada por

(fH'») = % es decir

1 1
(arc sen)' (senx) = =
(senx)' cosx

si llamamos y = sen x entonces

1
cosXx

(arc sen)' (y) =

De la identidad trigonométrica sen’x + cos’x = 1. Tenemos que

cosx =+/1—sen’x = \/1 —y*, por lo tanto,

(arc sen)'(y) =

2

-y
O bien

d(arcsenx) _ (arc sen)'(x) = 1
dx 1=

Utilizando el mismo procedimiento obtenemos los siguientes resultados:

d(arc cosx) -1
dx - 1—x2
d(arctanx) 1
dx 14y
d(arc cotx) -1
dx C1+x
d(arc secx) 1
dx xx? -1
d(arc cscx) -1

dx xx* -1
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Regla de la cadena para funciones trigonométricas inversas. Si en cada una de
las derivadas anteriores se tuviese una funcion de x, u(x), en lugar de x, las derivadas
de las nuevas funciones compuestas se convierten, por la regla de la cadena en:

f(x)=arcsenu; f'(x)= 1Liu2; f(x)=arc cos u ; f.(x):\/l—f7;
SO =arctanu; f1(x)= u'2 5 f(x)=arccotu; f'(x)= —u'2 ;
bu I+u

1 1
—Uu

f(x)=arcsecu;f'(X)=u::ﬁ; f(x)=arccscu; f'(x)zT\/z__1

Ejemplo 23

Calcula la derivada de:

)
a) y =arc sen I

x_
[lnxj
b) y=arc tan | —
X
Solucién
. x+l1 ) . ) . -2
a) Si u=——, por la derivada de un cociente se tiene que: u =—,
x-1 (x=1)
. 2 1
entonces: y ' =— >
(x=1) | (x-i—l ?
x—1
by Si w =t = = 12X
X X
, I-Inx 1 I-Inx X 1-Inx
entonces: y' = = =

X 1(1“]2 X X +(nx)’ x+(nx)
J’_ -
X
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Ejemplo 24

Calcula la derivada de

x3
a) y=arc sec 3

b) y =arc csevx” —1

Solucion

3 5x

X 1 2 1 sz ?
—; = u =5Xx",entonces, y = =
3 5,15 2 5525 4
3 (3 j 3 9

b) Si u=vx’-1; = u':L,entonces; y'=_—x
VX' -1 (x> =Dx* =2

La intencion fundamental de las secciones 3.2 a 3.6 es que conozcas y manejes la

a) Siu=

derivada de las funciones elementales principales, como son x", a*, e*, Inx, sen x,
cos x, tan x y la de sus respectivas inversas, asi como de las derivadas de funciones
compuestas. Esto ofrece la posibilidad de calcular la derivada de cualquier funcion.

Toda la dificultad aqui se reduce a saber representar una funciéon dada en forma
de una cadena de las funciones elementales principales.

3.7. Derivadas de funciones implicitas

Se dice que una funcion estd escrita en forma implicita si no se encuentra
despejada una variable en funcion de las otras, es decir, si se puede escribir de la
forma f'(x, y) = 0.

Para obtener la derivada de las funciones implicitas se deriva la expresion
f (x, ¥) = 0 término a término respecto a x, recordando que y = f{(x) y aplicando la
regla de la cadena. Supongamos que la expresion f(x, y) = 0 posee el término )?, para
derivarlo procedemos de la siguiente forma

i( Z)Zsz.dy

2"
dx 4 dy dx >
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Ejemplo 25
Halla y', si X’y —xy* + x>+ =0

Solucion
d d d d
En este caso se tiene que: — (x°y) —— (xy°) +—(x*) +—(*) =0
dx dx dx dx
» d d , d, o, ,d d o . d. ,
— (M) +y—(x)—x— ) — () +— () +— =0
x dx(y) ydx(x) xdx(y) y dx(X) dx(X) dx(y)

X’y +2xy-2x' - y* +2x+2))'=0 y despejando y' se obtiene

VL Y —2x-2xy
x*+2y—2xy
Ejemplo 26
dy _
Halla ==, si4 sen(x +y)+3x+2y=0
dx
Solucién

4 sen (4 )]+ L3+ L (23 =0
dx dx

dx
4cos(x+y)| 1+ A +3+ 2d_y =0, despejando @ tenemos
dx dx dx

dy  3+4cos(x+y)
dx 2+4 cos (x+y)

3.8. Derivadas de orden superior

En este apartado Ginicamente se mostraran ejemplos, dado que ya se trat6 todo lo
referente a derivadas en las secciones anteriores y las derivadas de orden superior se
consideran aplicaciones sucesivas de los razonamientos ya tratados.

109
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Ejemplo 27
Calcula todas las derivadas superiores de y = x’
Solucion

Derivando se obtiene:

aw)
dx

2
d_( y) =6x, para la segunda derivada o derivada de segundo orden.
X

2 . . . .
=3x", para la primera derivada o derivada de primer orden.

3
? =6, para la tercera derivada o derivada de tercer orden.
X
4
% =0, para la cuarta derivada o derivada de cuarto orden.
X

) _,
X

Por lo tanto, para la funcion dada si n>4

También llamada de orden n.

Ejemplo 28

1
Encuentra las tres primeras derivadas de la funcion dada y = x?

Solucion

Derivando por primera vez, se obtiene:

dy_1
dx 2

derivando por segunda vez:

d’y 1(1jx;1__1x3 IR R
d* 202 4 P4y axdx



Calculo diferencial e integral ki

y derivando por tercera vez:

d’y [ 3)( 1) 24 32 03 3 3
—_ = —— — | X =—X = —= =
dx® 2 4 8 ng 8\/? 8x*/x

Ejercicio 3

1. Deriva la funcion f()c)z[1 al J

1-x
. ., 1
2. Deriva la funciéon f(x)=cos—
X
3. Deriva la funcién y =arc senx’
4. Deriva la funciéon y=e>"Inx

5. Deriva la funcion implicita x> —y* =3

Ejercicios resueltos
1. Calcula la derivada de la funcion f'(x) = 3x + 5 en el punto de abscisa x = 1.
Solucién

Se pide el valor de f"'(1) (en este caso, x, = 1).

d(f @) . SA+D=fD . BU+m)+5-CBD)+35) . Gh+8-8)
d h

X k=0 h h—0 h h—>0

. 3n .
}115}7 = %1&(}(3) =3, por lo tanto,

d(f) _,
dx

Por lo tanto, f'(1) = 3.
2. Calcula la ecuacion de la tangente a la curva f'(x) = x* en el punto de abscisa 2.
Solucién

La tangente pasa por el punto (2, f(2)) = (2, 4).
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La pendiente de la tangente a la curva en el punto de abscisa 2 es, por definicion,
f"(2), luego la ecuacion de la recta es de la formay —4 = f'(2) (x — 2).

h—0 h h—0 h h—>0 h h—0 h

2 2 2 2
d(];(z))zlimf(2+h)—f(2):hm(2+h) “20 L Ardhe 4 bl
X

/@ _,

X

lim

h—0 h h—0

2
i h(4h+ h_ lim(4+ /) =4, por lo tanto,

La ecuacion de la tangente es entonces
y—4=4x-2); y—-4=4x-8; dx—-y—-4=0.
3. Calcula la derivada de f'(x) = x* en el punto de abscisa —1.

Solucion

Dado que la funcioén es de la forma y =x", entonces su derivada esta dada por la
formula y'=nx"", asique: f'(x)=2-x>~'=2x. Luego entonces,

fEn=20n=-2
Entonces, la pendiente de la tangente a la parabolay = x>enx=—1 es — 2.

4. Determina la derivada de las siguientes funciones. Aqui, si la funcién es de la

. oy du

forma y =u", con u(x), entonces la derivada esta dada por la formula y' = nu"" o
x

a) y=(2x-3)

Solucion

Sea y=u’, con u=2x-3,entonces y'=2(2x—3)(2), esto es, y'=4(2x—3)
b) y=(x'-x*y’

Solucion

Sea y=u’ con u=x'-x*, entonces y'=5(x"—-x")"(4x’ —2x), esto es,
y'=54x - 2x)(x* - x*)*



¢) y=33x"-2

Solucién
1
Sea y=u? con u=3x" -2, escribiendo la funcioén en potencia en vez de radical

1
se tiene y =(3x> —2)3

2 , 6 2
y'=%(3x2—2) 3(6x), estoes, y'= = =

33 — 2)3 JBx* -2y

d) y=(cos x)4

Solucién

Sea y=u" con u=cosx, entonces, y'=4(cosx)’(~senx), esto es,
3

y'=(—4sen x)(cosx)

3
e) y=sen(4x?)

Solucion
3
Sea y = sen u con u=4x?, la derivada se obtiene con la férmula
d(y) d(senu)d(u) . % ! ' ! :
dx dx A entonces, y = cos(4x )(5(4x )),estoes, y'=6x2cos(4x?)

5. Para todos los casos de este apartado se seguira la siguiente formula de
derivacion:

y=In(u) con u(x); y' _Ldu
u dx

a) y=In(1- 3x%)

Solucion

(-9x%) ,estoes, y'=——

Considerando u =1-3x" se tiene que: y'=

1
(1-3x%)
b) y=In(x)



(kV:'¥ Unidad 3

Solucion

. ., . 1 . 1 .
Rescribiendo la funcion se tiene y =In(x?), esto es, considerando u = x* se tiene
que:

1 1

1 (1 1 1 —
'=—| —x* |, por lo tanto, y'= e
4 \/x(2 ) b g (2Vx)x* 24xVx 2x

¢) y=In(~cosx)

Solucion

P ., . 1 . 1
Rescribiendo la funcién se tiene y =In(cosx) , considerando u=v* y v=cosx
se tiene que:

. 1 1 E —sen x —sen x
y = —cosx | (—senx)= =

Jeosx \ 2 2\/cosx(cosx)% 2+/cosx+/cosx

senx 1 . . senx
V=- =——tanx, por la identidad tanx =

2CcoSsx 2 coSx

d) y=In(sen3x)

Solucion

. . . 1
Considerando u =senv y v=23x se tiene que: y = 3 (cos3x)(3), esto es,
sen3x

v 3cos3x

y'=3cot3x
sen3x

¢) y=In[(x’ +2)(x* +3) ]
Solucion
Rescribiendo la funcion y=In(x’+2)+In(x* + 3) esto es, considerando

3x? 2x
T e
X+2 P +2

u=x"+3 y u,=x"+3 se tiene que y'= 31 2(3x2)+
x
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6. En este caso se empleardn las siguientes formulas de derivacion:

u 1 u du u 1 u dl/l
y=e¢" entonces y'=e"—; y=a" entonces y'=a"In(a)—
dx dx
a) y=e
Solucién
Considerando u =3x se tiene que: y'=e"*(3), esto es, y'=3e™
b) y — esenx

Solucion

sen x sen x

Considerando u =sen x se tiene que, y'=¢e"""(cosx), esto es, y'=cosxe

1

—-—x

©) y=e?
Solucion

. 1 . ' 1y 1 ' 1 1,
Considerando u=—5x setieneque, y=e > |——|; y =——e’

d) y=a3x2

Solucion
Considerando u =3x” se tiene que y'=a"" In(a)6x , esto es, y'=6xIn(a)a™™

e) y = 53X2

Solucién
Considerando u =3x’ se tiene que y'= 5 In(5)(6x), esto es,

3'=1.6094(6x)5" =9.7x(5"")
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7. Obtén las derivadas de las siguientes funciones circulares:
a) f(x)=cos(3x)
Solucion

Considerando u =3x se tiene que: f'(x)=—sen(3x)(3), esto es,

f'(x) =-3sen(3x)

b) f(x)=cos(cosx)
Solucién

dcosu u
=—-senu —
X dx

De la formula

Considerando u =cosx se tiene que f'(x)=—sen(cosx)(—senx), esto es,
f'(x) =sen xsen(cos x)

¢) f(x)=sen’xsenx’ = (senx)’sen(x’)

Solucion

, d du
De la féormula —senu=cosu —
dx dx

Considerando u =sen x se tiene que:

f'(x) =2(sen x)(cos x)(sen x”) + (sen x)* (cos x* )(2x), esto es,

f'(x) = 2sen x(cosxsen x” + xsen xcos x*)

d) f(x)=arc seng
Solucién
du

dx
1-u

. d . X .
De la férmula d—(arc senu) = =, esto es, considerando u = 3 se tiene que:
X
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) f(x)=arctanx’

Solucion
du
De la formula i(arc tanu) = dx )
dx 1+u?

2x  2x
1+(x*)” 1+x*

8. Encuentra la derivada de las siguientes funciones implicitas:

. 2 .
esto es, considerando u =x" se tiene que: f'(x)=

a)Halla y'de x* +y°-1=0

Solucion

%(xz)JF%(yz)—%(l):O,entonces, 2x+2y'=0 = y':—j—:——

b) Si x’y—4xy’ =y+x’, halla '

Solucién

Se tiene que X —(y)+y—(x) 4x (y) 4y’ —( )——(y)+—(x)
derivando: x’y'+3x’y —8xyy'—4y° = y'+2x, esto es,

x’y'=8xyp'—y'=2x-3x"y+4y’, por lo que:

VL 3x’y+4y* +2x

¥ —8xy—1

¢) Halla y' de la funcién 2xy+zseny =27
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Solucion

Se tiene que 2y i (x)+ in »+r i (seny)= i (27) derivando se obtiene:
dx dx dx dx

_2y

2y+2xy'+mcosy(y")=0, porlo que y'=——
2x+mcosy

d) Dada (x+ )’ —(x—y)> =x*+ ", encuentra su derivada implicita.

Solucion
. d > d
Se tiene que — (x+ )" =2(x+y)(1+—());
dx dx
d . d
S =) =2(x—V)1-Z
e (x—) (x=yX e ),

d d
—(x*+y*)=4x+4)’ —(») . De lo que se obtiene:
dx dx
2x+y)(1+)y)—2(x—y)(1- ) =4x’ +4)y’y", desarrollando

2x+2y+2xp" +2yp" = 2x+2xy" + 2y =2y =4x’ +4y°y"

agrupando y despejando y' tenemos: y'= _);
xX=y
d
&) Si y=£+1; x=1>+3, halla
dx
Solucion
dy
. . d d dy 4 3 3
Derivando se tiene: -2 = 3> , ademas, L , por lo que: Q_dt > _°, ;
dt dt de dx 2t 2
dt

f) Si y=£; x=2t-1
Solucion

. . d d. dy 3
Derivando se tiene: - =3¢ , ademas, . ) , por lo que: Y _p
dt dt dx

2
2
. t 1
g 7 [Hl) (t+1j
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Solucion

Se requiere cdl_y , por lo que derivamos primero
X

dy 2t feD)—e] 2 [ewl=e| 20 fesl=e] 20 1 | 2
dt t+1] ¢+ | e+l @+ | 41| @+D? | 1@+ @ +1)

. d 1 _ _ 1
Ahora derivando L @+ ==1+1) 7 = -—
dt  t+1 (t+1)
Finalmente realizando el cociente se obtiene:
2t
dy _ (t+1)° __2t(t+1)2 _ &
dc 1 1(t+1)° t+1
(t+1)°
h) Si y= It x= Ji ; determina la derivada implicita.
Solucion
2
Derivando y se tiene: & = %t 3= Lz = %
3 3Vt
1
Derivando x se tiene: @ = l 2= Ll = L , de donde
dt 2 N

2t

1

dy 3¢ 2t 2

e 1 e 3¢
N

9. Obtén las siguientes derivadas de orden superior:
a) Deriva tres veces la funcion y=e™

Solucion

d_y — _e" . dzy -X d3y —x

dx T odx
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3
b) Halla % si y=x'—5x>+7x-2
X

Solucion

Deriva sucesivamente

2 3
Y 3¢ toxe7; DY ogeo10; DX
dx dx dx

4

d
c¢) Halla Y
dx

si y=sen2x
Solucion

Derivando sucesivamente, se obtiene:

d 2 3 N
—y=2c052x; dy =—4sen2x ; Q=—800s2x; dy
x X

X dx

=16sen2x

Ejercicios propuestos
1. Encuentra las cuatro primeras derivadas de la funcion y =(a +bx)*

2. Encuentra la derivada de la funcién y = arctan(sen w)

3. Calcula y' dada \[xy +2x=\[y

x=2sent
y =cos2t

4. 0btén ¥ dada
dx

x=vt* +1
t_

y:

5. Obtén ﬂ dada
dx

[

2 +1



Autoevaluacion
1. Deriva la siguiente funcién y = (1-6x+9x°)*

2. Deriva la siguiente funcion y = sen(4x%)

. 3
3. Deriva la siguiente funcion y = 2tan(7xj

4. Deriva la siguiente funcion y =arccsc2x

4
5. Deriva la siguiente funcion y =In 3x
x +3

6. Deriva la siguiente funcion implicita x* + ° =8xy

7. Deriva la siguiente funcion implicita xy +Iny =1
8. Halla £, si f(x)=52x-3)
9. Encuentra las cuatro primeras derivadas de la funcién y =(1+x)*

d . =acos’t .
10. Obtén & de la funcion {x a , dada en su forma paramétrica.
X

d y =bsen’t
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Respuestas a los ejercicios

Ejercicio 1

1.
1

a) y'=——
Yok
1
b) y'=—
) Y Zx\/;
2.

aym, =-48 ym, =48
bym =147 ym,=1728

3. v=49 m/s
4. v=17.3 m/s
5.t=2s

Ejercicio 2

1.

a) f'=6x"+14x-1
.1

RN

2. f'=2senxcosx

3. f'=2sec’ x—secx

8
4, y'=———
)
4 3_12 2_2 _
5. f,:x +6x X x-3

(x* +1)°
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Ejercicio 3

1. f'=7+14x)(1+x+x)°

2. y'=—sen—
X x
2
3 = 3x
1-x°
1 —5x 1
4, y'=e>"| —=5Inx
X
,X
50y =—
y

Respuestas a los ejercicios propuestos

, 126 b
1. y == Cl+—3)3
X X

=————¢
1+sen”(w)

3y y+axy

oS w

Jx —x

4. Q =-2sent
dx

dy t+1

“dx (2 +))




Calculo diferencial e integral

Respuestas a la autoevaluacion

1. y'=24C@x-1)(1-6x+9x*)’
1 3
. y'=6x? cos(4x2j

3x
'=3sec’ =—
3.y >

\S]

. 1

4, y =—————
xVax? -1
4 3%
5. p'=——
Y x xX+3
. 8y—3x’
6. y :3y2 2
y° —8x
7. 5" Y

8. f™=2400(2x -3)

9. y" =24
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