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En esta segunda prueba se pretenden esbozar algunos de los
puntos més importantes del método de Minimos Cuadrados junto
con gjemplos de su aplicacién practica.

Este tema se circunscribe en uno de los capitulos iniciales de un
curso de doctorado sobre Teoria de la Estimacion Paramétricay su
duracion real equivaldriaa unas 5 horas lectivas.

Se presuponen en e aumno unos conocimientos basicos de
algebra, calculo vectoria y teoria de probabilidad.




Puntos a Tratar

1. Introduccién.

2. Minimos cuadrados determinista.
3. Minimos cuadrados estocastico.
4. Conclusiones.

5. Referencias.

L os puntos que vamos atratar en la exposicion son:

1. La introduccion a método de Minimos Cuadrados trata de
motivar a aumno presentando la particular historia que propicio
su descubrimiento por parte de Gauss.

2. Laversion determinista del método que responde a un problema
de aproximacion. Una gran parte de la exposicion se dedica a este
punto pues la simplicidad en la formulacion del método
determinista de minimos cuadrados |o hace ideal para presentar de
una forma coherente y concisa muchos conceptos y sus inter-
relaciones.

3. El método de Minimos Cuadrados Estocastico responde a un
problema de estimacion. Como este método posee una
complgidad ligeramente superior a anterior. Aqui no se presentan
conceptos nuevos sdlo examinan unos pPocos aunque, eso Si, con
una mayor profundidad.

4. Serepasan las principales conclusiones

5. Se comentan algunas referencias Utiles para estudiar y
profundizar en el tema.




Introduccion

El método de Minimos Cuadrados tiene
una larga historia que se remonta a
principios del siglo X1X.

Carl Friedrich Gauss
[1777- 1855]

El método de minimos cuadrados tiene una larga historia que se
remonta a los principios del siglo XI1X. En Junio de 1801, Zach, un
astronomo gue Gauss habia conocido dos afios antes, publicaba las
posiciones orbitales del cuerpo celeste Ceres, un nuevo “pequefio
planeta’ descubierto por € astronomo italiano G. Piazzi en ese
mismo afio. Desafortunadamente, Piazzi solo habia podido
observar 9 grados de su Orbita antes de que este cuerpo
desapareciese tras de el sol. Zach publicé varias predicciones de su
posicion incluyendo una de Gauss que diferia notablemente de las
demas. Cuando Ceres fue redescubierto por Zach en Diciembre de
1801 estaba casi exactamente en donde Gauss habia predicho.

Aunque todavia no habia revelado su meétodo, Gauss habia
descubierto el método de minimos cuadrados. En un trabgo
brillante logro calcular la Orbita de Ceres a partir de un nimero
reducido de observaciones, de hecho, el método de Gauss requiere
s6lo un minimo de 3 observaciones y todavia es, en esencia, €l
utilizado en laactualidad para calcular las orbitas.




Puntos a Tratar

1. Introduccioén.
n:> 2. Minimos cuadrados determinista.

2.1. Interpretacion geométrica.
2.2. Aumentando el orden de la aproximacion.
2.3. Aumentando €l nimero de observaciones.
2.4. Minimos cuadrados con restricciones.
2.5. Dependenciano linedl.

3. Minimos cuadrados estocastico.
3.1. Teoremade Gauss-Markov.
3.2. Interpretacion Geométrica.
3.3. Teoremade Aitken.

4. Conclusiones.

5. Referencias.

En este punto se describe la version determinista del método de
Minimos Cuadrados. El orden de presentacion es el siguiente.

En primer lugar, se presentan “los personges de la pelicula’, es
decir, e modelo de generacion de los datos junto con las sefialesy
variables implicadas.

A continuacion, se describe €l criterio propuesto, su solucion para
el caso de dependencia linea con los parametros y, una
interpretacion geométrica de ésta que sirve para establecer el
fundamental principio de ortogonalidad.

Las soluciones recursivas del método se describen en base a
concepto de innovacion (nueva informacion) para los casos de
aumentar el nimero de parametros o €l numero de datos.

Se obtiene una solucion compacta para una Situacion en la que se
consideren restricciones lineales y, finalmente, se trata el caso de
que exista una dependencia no linea de la sefid con los
pardmetros gue se desean estimar.




Minimos Cuadrados Determinista

E |
9l e[n]
Modelo de s[n] KL _ x[n] = gn] +¢€[n]
Sefial " > h= 0. N1

Fig.1: Modelo delas observaciones

Notacion Vectorial.
0 Vector con los p parametrosde interés. 6 =1[6,,...,0,]7
9N Sefia determinista dependientede 6.  S(0) =[d0],..., gN-1] J7
e[n] Ruido y desajustes del modelo. e0) =[€0],..., N-1] 7
x[n] Observaciones. x=[x[0],..., X[N-1] ]T

En & méodo de Minimos Cuadrados deseamos minimizar la
discrepancia entre los datos observados x[n] y la sefid original g[n].
Esta sefial se genera a través de un modelo que depende un conjunto
de parametros de interés agrupados en el vector 6. Aunque s[n] es
completamente determinista |la presencia de inexactitudes en €
modelo o ruido en los sensores hace gque las observemos una version
perturbada de ésta que denotamos por x[n].

A lo largo del tema preferiremos utilizar la notacion vectorial por su
mayor simplicidad y claridad a la hora de permitir visualizar los
resultados.




Minimos Cuadrados Determinista

<-Objetivo:

Buscar lamejor aproximacion ¢
del sistema sobredeterminado  x = s(9)

=> Minimizar J(0) = |le(6)|)?
Soluc. MCD é:arg(mginJ(G))

*Método de aproximacion: no utiliza hipétesis probabilisticas
sobre los datos, sblo su modelo de generacion (Fig.1).

<>Dependencialineal s®)=Heo

H =[h,,---,h ;] matriz de observacion (N x p)

El objetivo del método de Minimos Cuadrados Determinista
(MCD) es €l de elegir €l parametro 6 que meor aproxima la sefia
original §[n] alos datos observados x[n].

El criterio de proximidad que se aplica en este caso es € que
resulta de considerar una funcion de coste o discrepancia J(0) que
se forma con la norma al cuadrado del error. Asi, e estimador de
minimos cuadrados es aguel que minimiza esta funcién de coste.

Es importante destacar que MCD es un método de aproximacion
pues no utiliza hipétesis probabilisticas sobre los datos, sdlo su
model o de generacion.

El caso mas sencillo se da cuando asumimos que la dependencia
de la sefial con los parametros es lineal. La matriz por la que se
multiplican los pardmetros para generar la sefial recibe e nombre
de matriz de observacion y sus columnas jugaran un importante
papel en este método.




Dependencia Lineal

<Solucion (s rango(H'H)=p)

M)

= _2(x—HH)"H=0
90" J(0) estrict.
a(aa(e)) _2HTH >0 (def+) convexa.

20" | 20"
Unico minimo global
6=(H"H)"Hx

¢Sefal estimada a partir de la mejor aproximacion?

=> 8=HJ=HH"x

donde H* =(H"H)™H™ PseudoinversadeH

Encontrar |os parametros que dan la solucion a problema, cuando
las columnas de la matriz de observacion son linealmente
independientes, es muy simple. Basta con calcular la derivaday la
matriz Hessiana para observar que ésta Ultima es siempre
estrictamente definida positiva, 1o cual, garantiza que lafuncion de
coste J(0) es estrictamente convexa y, por tanto, existe un unico
minimo. Este se obtiene ssmplemente buscando e Unico punto
critico de lafuncion.

Un razonamiento cualitativo conduce al mismo resultado. Basta
observar que J(0) es una funcion positiva con una dependencia
cuadrética sobre los parametros, por tanto, su grafo traza un hiper-
paraboloide p-dimensional que tiene un Gnico minimo y cuyas
curvas de nivel son, en el caso més general, hiper-elipsoides.

Una vez obtenidos los pardmetros que dan la mejor aproximacion,
¢como podemos obtener nuestra mejor estima para la sefial?...
S0lo hace falta sustituir éstos en el modelo de sefial para encontrar
la respuesta.




Dependencia Lineal

]
<Solucion (s rango(H™H)<p) == aZT[a;Q(f)] = 2HTH >0 (semidef +)

J(6) convexa (no estrictamente) o)
Subespacio de minimos globales. W,

Inf. Soluciones Vge R"
O=H"x+(I —H"H)q

Soluc. particular ~ Soluc. homogénea

0 no esidentificable, aunque la sefial estimada a S HO
partir de la mejor aproximacion sigue siendo Unica

Cuando las columnas de |a matriz de observacion son linealmente
dependientes la solucion no es tan sencilla.

El Hessiano es semidefinido positivo, lo cua implica que J(0)
sigue siendo una funcién convexa aunque no de forma estricta.
Todos los puntos criticos de la funcion son, por tanto, minimos. La
expresion analitica de estos minimos se determina igualando la
derivada de la funcion a cero y resolviendo € sistema
indeterminado resultante.

En este caso |os pardmetros originales no son identificables puesto
que la solucién de MCD no es Unica. Lo que si es identificable es
la estimade la sefid que proporciona € método, pues ésta resulta
ser comun para todos |os parametros solucion.




Ejemplo

| —
Sefid cuadréticaenruido: X[n] = 6,+ 6, n + 6;n>+eln] 10 0
11 1
_ 2
s[n] sf . P
1 N N°?

10
0.=| -0.3
0.002

[ 10.076

>
Il

-0.299
0.0020

En este ggemplo se obtienen |os tres parametros que mejor gustan
una sefld cuadratica a las observaciones y se visudiza
graficamente la sefial que proporciona € meor guste segin el
método de minimos cuadrados.




Interpretacion Geomeétrica

<-Principio de Ortogonalidad:

El error minimo € es ortogonal a subespacio M(H)={y:y=Hz Vze EK"}
generado por las columnasdeH.

R > h, h, S

S eslaproyeccion ortogona de x sobre M(H) '

10

La interpretacion geométrica de los resultados nos lleva a un
principio fundamental: € “principio de ortogonalidad” o “teorema
de la proyeccion”, que es valido para cualquier espacio vectorial
de Hilbert y que enunciamos a continuacion:

“Sea M(H) & subespacio generado por las columnas de H, la
norma del error entre un vector X arbitrario y cuaquier punto de
este subespacio es minima, s y solo s, € error es ortogona al
subespacio. Ademas, e punto del subespacio que minimiza la
normadel error (lameor aproximacion de la sefia) es Unico.”

El principio de ortogonalidad esta intimamente ligado a la
geometria de los espacios de Hilbert. Una de las consecuencias de
este principio es que el teorema de Pitagoras se debe cumplir en
los espacios de Hilbert.

Lautilidad del principio de ortogonalidad tiene dos vertientes: por
una parte nos permite obtener la solucion del problema de una
forma muy elegante sin recurrir a calcular gradientes y derivadas,
por otra, nosS proporciona una interpretacion geometrica de los
resultados que facilita nuestra comprension del problema y
capacidad de intuicion.

10




*Interpretacion Geometrica

Demostracion del principio de ortogonalidad:

0J(0)

| =—2&H=0" = [h.hJe=[0--0]

0=0

= <eh,;>=0 i=1---,p.

Demostracion del corolario al principio de ortogonalidad:

§=HOeM(H) = <g&>=0.

11

Una vez definido € espacio vectorial de Hilbert y e producto
interno entre dos vectores, la demostracion del principio de
ortogonalidad se obtiene directamente de la ecuacion que nos
facilitalos puntos criticos.

11




Matrices de Proyeccion L

< ¢Como es el operador que proyecta x sobre M(H)? ... ¢y sobreM (H*) ?

S=HH"x e=x-5=(I -HH")x
ﬂ ﬂ M(H")

AMH)

Sedefine P, =HH* comolamatriz  Sedefine P; =1 -P, como lamatriz
gue proyecta ortogonal mente un gue proyecta sobre & complemento
vector sobre M (H) . ortogonal de M (H) .

12

Llegado este punto nos podemos preguntar ¢como es el operador
gque proyecta ortogonalmente las observaciones x sobre €
subespacio generado por las columnas de H?

Como esta claro que la sefial estimada es el resultado de esta
proyeccion ortogonal, la respuesta a esta pregunta se obtiene
directamente identificando este operador en la expresion que nos
da la sefid estimada como meor aproximacion. Asi,
comprobamos que e operador buscado es un operador lineal
denominado matriz de proyeccion ortogonal .

Otra posible cuestion podria ser ¢cémo encontrar € operador que
proyecta las observaciones sobre el  complemento ortogonal del
subespacio generado por las columnas de H?

Por la estructura del problema, las componente de las
observaciones que no se puede expresar sobre M(H) es el error
minimo. Observando la expresion del error en términos de X
resulta facil identificar el operador de proyeccién sobre el
complemento ortogonal a subespacio.

12




Matrices de Proyeccion L

Propiedades de |as matrices de proyeccion ortogonal :

1. Son simétricas P, =P,

2. Son idempotentes P,P, =P,

3. Susautovalores _[0si el autovector asociado g, & M (H)
' ]1s d autovector asociado g, € M (H)

4. Son Unicas para cada subespacio M(H)=M(H') < P, =P,
5. Sobre subespacios ortogonales la proyeccion se desacopla

S H=(H,|H,)donde H, LH, = P, =P, +P,

=| S$=P,x+P,x l

13

Las propiedades de las matrices de proyeccion ortogona nos
permiten encontrar soluciones simples a problemas, en principio,
complicados.

Estas propiedades se obtienen directamente de la descomposicién
en valores singulares de H y de la definicion de matriz de
proyeccion ortogonal.

De entre todas €llas las propiedades 4 y 5 son las mas interesantes.

4. Las matrices de proyeccion ortogonal son Unicas para cada
subespacio, es decir, que columnas de H que generen & mismo
subespacio tienen la misma matriz de proyeccion.

5. S somos capaces de expresar € espacio generado por las
columnas de H sobre dos subespacios ortogonales € problema de
la proyeccion se desacopla de forma independiente sobre cada uno
de ellos, de forma que, la proyeccion conjunta resulta ser la suma
de las proyecciones marginales.

13




Aumentando el Orden

Sea 6, ,=(H!,H,)*H] x € esimador que nos dalamejor aproximacion
con k-1 pardmetros. Cuando afiadimos un nuevo parametro tendremos

0,=(HIH)™HIx donde H,=[H,_,h/]

< ¢Esnecesario recalcular la solucion cada vez?
¢Existe un método mas eficiente?

Existe una solucion recursiva que aprovecha 6, paracacular 6.

14

En muchas situaciones el modelo de las observaciones nos es
desconocido. En esos casos uno puede plantearse el afiadir mas
pardmetros para mejorar la estima. Para €ello, bastaria volver a
resolver el problematras ampliar la matriz de observacién con una
nueva columna por cada parametro afadido ala estima.

Pero..., ¢existe un método mejor que recalcular la soluciéon cada
vez?

La respuesta a esta pregunta es si. Es posible encontrar una
solucion recursiva que aprovecha la estima hecha considerando
k-1 parametros para obtener la solucion que tiene en cuenta un
parametro més. Esta solucién recursiva conlleva, a medida que se
incrementa el nUmero de parametros, una reduccion en la carga
computacional total, ala vez que evita, mediante la utilizacion del
lema de inversion, la inversion explicita de matrices (operacion
gue resulta muy costosa en cuanto a carga computacional).

14




Aumentando el Orden

Deduccion geométrica:

Lainnovacion es la componente h,
deh, ortogonad aM (H,_,) . A M(H,.,)
0
X
=
. M@H ) .
> S ¢Por qué es preferible
N trabajar con la innovacion?
< M(Hy)
Sc = Scat A De ambas ec. se despejala
8 = H.0, soluc. recursivapara 6,

15

M ediante manipulaciones algebraicas de la solucion de orden k es
posible obtener directamente la solucion recursiva. No obstante, su
deduccion geométrica resulta mucho mas ilustrativa e intuitiva.

La clave de todo esta en descomponer la nueva columna de la
matriz de observacion en dos componentes. Una que contiene
informacion redundante (que ya existia en la aproximacion basada
en k-1 parametros) y otra componente basada en la nueva
informacion que aparece a afadir un parametro mas a modelo.
Esta ultima componente recibe € nombre de innovacion y es, por
definicion, ortogonal a subespacio generado por e resto de
columnas.

Dado que M([H, ,, innovacion]) = M(H,) y H, , es ortogonal ala
innovacion, la proyeccion total se desacopla sobre estos dos
subespacios de forma que la solucién es simplemente la suma de
las proyecciones de los datos sobre cada uno de ellos. De esta
forma, re-escribiendo las matrices de proyeccion en términos de
las variables conocidas se llega ala solucion recursiva buscada.

15




*Aumentando el Orden

Deduccion detallada: h.=P: h

16

Esta transparencia facilita un andlisis méas pormenorizado de los
pasos que llevan ala solucion.

16




12

REGRESION SEGUN "K"

0 20 40 60 80 100

Aumentamos poco a poco &l nimero de parametros hasta 10.
17

Como gemplo de este método hemos obtenido de formarecursiva la
solucién a problema de regresion polindmica de una sefial inmersa
en ruido. Para €llo, utilizamos 100 observaciones y consideramos
desde uno hasta un total de diez coeficientes (parametros), pasando
por todos | os casos intermedios.

L as observaciones se denotan por puntos azules en lafigura, mientras
gue la componente de sefia estimada se representa en trazo continuo
con colores que varian segun el nimero de parametros considerados.

17




Ejemplo (continuacion)

i
o

w
(9)]

Constante

w
o

N
o1

Linea

N
o

[y
a1

Par abola

COSTE MINIMO Jmin[p]
(=Y
o

a1

0 2 4 6 8 10
N. DE PARAMETROS

El coste minimo indica que basta con utilizar 3 pardmetros.

18

El coste minimo nos facilita una idea del ndmero minimo de
parametros necesarios para representar las observaciones.

En nuestro caso, comprobamos que basta con utilizar 3 parametros
(nuestra sefia es aproximadamente cuadratica). Aumentando mas €
numero de parametros ya no disminuye significativamente el error de
representacion, més aun, las pequefias disminuciones en coste se
pueden deber a que utilicemos los nuevos grados de libertad que nos
proporcionan los parametros intentar gjustar o modelar € ruido. Esto
ultimo no siempre es deseable pues, en la practica, e modelo mas
simple que describe de forma adecuada los datos suele resultar
preferible.

18




Aumentando Observaciones

[ ]
Sea g[n-1] laestimacion a partir de los datos x[Q], ..., X[n-1]. Si afiadimos
un dato més (x[n]), &l nuevo estimador sera

Al = (47 AT _[ Xna _(HIn-1
g[n] = (H [nH[n])"H '[n]x,  con Xn_(x[n]) H[n]—( h'[r] )

< ¢Esnecesario recalcular la solucion cada vez?
¢Existe un método mas eficiente?

Existe una solucion secuencial que ofrece una carga computacional de
O(np?) operaciones frente alas O(n®) de la solucién directa.

[n] = 6[n—1 + K[n]- ({n] —h"[n]é[n—1]) l

__ (H'[n-1H[n-1)*h[n]
donde K[n]—1+hT[n](HT[n_l]H[n_l])*lh[n]

19

En otras situaciones, € nimero de parametros de nuestro modelo es
constante pero los datos de los que disponemos se incrementan de
forma dindmica con € tiempo, cosa que ocurre, por g emplo, con €l
indice de laBolsa. Como cada vez que nos llega un dato mas, resulta
deseable aprovechar su informacion para mejorar nuestra estima
actual, se nos plantea de nuevo la pregunta: ¢es necesario re-calcular
toda la solucién cada vez que esto ocurre?

Al igual que en el caso precedente, |a respuesta es afirmativa. Existe
un método secuencial que permite calcular la nueva solucion en
funcion de la que se obtuvo sin conocer ese dato adicional. De esta
forma no sblo se obtienen ventajas computacional es importantes sino
gue también se obtiene unavision clara de cudl es lainformacion con
la que contribuye cada nuevo dato a modelo de |as observaciones.

A esta solucion secuencial se llegar mediante manipulaciones
algebraicas entre las que se utiliza el lema de inversion.

19




Aumentando Observaciones

Interpretacion de la solucion:

o[n] = 6n—1 + K[n]- (x(n] - n])

Innovaqi_Q_r_],....----"’": Correccion basada en
.lanuevainformacion.
Nuevo dato { il
v n
X[ s KInl —»E >
- +
\ K&
h'[n]

¥ XN An—
Prediccion basadaen = A fn-1

los datos anteriores
20

Lainterpretacion de la solucion secuencial resulta muy ilustrativa.

A cada nuevo dato se le sustrae la prediccion de su valor en base a
los datos precedentes, de esta forma se construye la innovacion que
representa la nueva informacion aportada por el dato actual. Esta se
multiplica por un factor K[N] que hace las funciones de ganancia y
que reflgja nuestra confianza en esta informacion frente a la aportada
por los datos precedentes. El resultado de este producto es finalmente
la correccién de la estima previa para obtener el estima actual.




Ejemplo

Mediade unasefid enruido:  x[n] = 6+ €[n]

~ 1 n ~ A 1 A
oln] = Tﬂé k] = 0[n]=6n-1] ol ({n]-6[n-1)

i
]

A

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
MUESTRAS
21

Como egemplo de aplicacion de la estimacion secuencial
consideramos un caso muy sencillo: el de estimacion de la media de
una sefid en ruido. El estimador Optimo, que se obtiene por
resolucion directa de las ecuaciones normales, resulta coincidir para
cada conjunto de datos con su media muestral. Por otra parte, su
estimacion secuencial responde a una ecuacion equivalente en la que
se desacopla lainformacion pasaday la aportada por el dato actual.

L os resultados se pueden observar en la figura. La media tedrica de
esta sefia es la unidad. Aunque la estima aparece inicialmente muy
ruidosa por el escaso nimero de datos iniciales, la media estimada se
acerca progresivamente ala media tedrica a medida que el nUmero de
datos aumenta.

21




Ponderacion del Error

< A veces nosinteresa ponderar cada error por separado:

J(@):iwii Jeli]*=(x-H&)"W(x-H6) donde W diagonal def +
i=0

Solucién: cambio de variable

b a0

O=H"x=(H"WH)*H Wx

22

Resulta facil imaginar situaciones en las que nuestra confianza en
todos las observaciones no sea la misma. En estos casos parece
natural ponderar por separado los distintos errores para enfatizar
agquellos datos mas precisos o fiables.

L a solucion matematica de este problema es similar ala del problema
de minimos cuadrados determinista ya estudiado, como se
comprueba realizando el cambio de variable adecuado.

22




Restricciones Lineales

| |
<~ Otras veces, la aproximacion debe cumplir ciertas restricciones:

mginJ(@) sujetoa Ad=Db

Solucién: multiplicadores de Lagrange
L(0)=(x—HO)T (x-HO)+ 1" (AO-Db)

awL@)_,

06
AO-b=0

0.=0-(H"H)*AT(A(HTH)AT) - (Ad-D)

23

Otro planteamiento distinto consiste en imponer a la aproximacion
Optima restricciones lineales que, en muchos casos, representan
cierta informacion a priori de la que se dispone sobre € verdadero
pardmetro de interés, mejorando asi la estima.

La solucion a este problema con restricciones pasa primero por
derivar lafuncion Lagrangiana e igualarlaa cero y, en segundo lugar,
utilizar las restricciones para hallar los multiplicadores adecuados y
asi encontrar la solucion.

23




Dependencia No Lineal

< ¢Qué podemos hacer cuando s(¢) depende no linealmente con 6 ?

Posibilidades:
A. Casos simples:
1. Transformacion de los pardmetros.
2. Separabilidad de los parametros.

B. Casos dificiles:
3. Otros métodos de minimizacion: NR, GN, etc.

24

Hasta ahora se ha considerado una dependencia lineal de la sefial
sobre los parametros, lo cua, nos permitio encontrar soluciones
cerradas para el estimador. En general, cuando la dependencia de la
sefidl sobre los parametros es no lineal, la determinacion de
soluciones cerradas es muy dificil o imposible. Por €ello, se suele
recurrir ametodos de busgqueda en regjilla si la dimensionalidad de los
pardmetros es pequefia, 0 a métodos iterativos de minimizacion como
el método de Newton-Raphson o el método de Gauss-Newton.

Una de las pocas excepciones a esta regla la constituyen |os casos en
los que la transformacién de parametros o la separacion de
pardmetros es viable.
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Transformacion de Parametros

Si Hg 0 Univoca 0C=g(9)
| 4n] linedl ena
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El método de transformacion de parametros consiste en buscar una
transformacion univoca de éstos que haga lineal e modelo de la
sefia en el nuevo espacio.

Si es posible encontrar dicha transformacion, se puede resolver €
problema de Minimos Cuadrados directamente sobre e dominio
transformado y luego realizar la transformacion inversa para obtener
el pardmetro estimado.

El problema de este método radica en que, en generd, la
determinacion de dicha transformacion univoca suele ser muy dificil.
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Ejemplo

Estimacion de laamplitud y fase de un coseno en ruido.

( Acosg )
a= .
X[n] = Acos(2f;n+p) +€[n] ~Adng
= o, COS27f,N+ a1, SiN 27f,n+€e[n] =—) 1 0
o cos2zf, sin 2zf,

COS24/,(N-1) SiN2af,(N-1
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En este gemplo vamos a ver un caso de dependencia no lineal. Se
trata de estimar la amplitud y fase de un coseno, del que se conoce su
frecuenciay que se encuentra inmerso en ruido, aplicando el método
de transformacion de parametros.

Si descomponemos € coseno con fase en términos de senos y
cosenos simples observamos que la transformacién a coordenadas
cartesianas de la amplitud y de la fase (considerando sdlo el
argumento principal de ésta) hace lineal |a dependencia de la sefial
sobre este nuevo espacio, a tiempo que la transformacion es
univoca.

De esta forma, el problema se resuelve facilmente sobre el dominio
transformado y se obtienen los parametros estimados sin mas que
invertir latransformacion.
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Ejemplo (continuacion)

N =100
fo = 5Hz.

A=3V.
o= 1rad.

_(3.09)

4| (104 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
TIEMPO

>

Sefia [negro], observaciones [azul], estima [verde].
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En esta figura se muestran con los puntos azules 100 observaciones
de un coseno inmerso en ruido. El coseno tiene una frecuencia
conocida de 5 Hz. y una amplitud y fase desconocidas que nos
proponemos estimar. Su componente de sefid aparece dibujada en
trazo negro continuo sobre la figura.

La estima del coseno se realiza utilizando € estimador obtenido
mediante el método de transformacion de pardmetros 'y se representa
con puntos claros (verdes) en el grafico.

Sobre la figura se puede comprobar que, a pesar del pequefio tamafio
de la poblacion de muestras, la estima resulta tener una gran
precision coincidiendo practicamente la sefial estimada con la sefia
existente.
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Separabilidad de Parametros

[ |
Sea 0=(u",5") € problemase dice separable s

no lineal en o

lineal en

s=H(a)-p

== | f=H (@H@) H (0)x

y € problema se simplifica a la blsqueda del ¢ que minimiza
I, p) = xT(| —H(a)(HT(a)H(a))‘lHT(a))x
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Algunas veces los pardmetros no son directamente transformables
aungue si existe un subconjunto de ellos sobre los que la sefidl
depende linealmente. En estos casos el problema de dice separable.

El problema se simplifica ya que su dimension se reduce. La
expresion optima de los pardmetros lineales se puede encontrar
aplicando Minimos Cuadrados en funcién del resto. De estaforma, €
problema se limita a una busqueda del minimo sobre los parametros
gue caracterizan la dependencia no lineal de la sefial.

28




Otros métodos

:
Iteracion de Newton-Raphson:  busca los ceros de (BJ)

20"
=
g _gw_[ 9 (93 Y] (23
90" | 90" 0"

Iteracion de Gauss-Newton: linearizala dependencia de S(6) sobre 6.

1101 =01+ 20T

6=

(0-0%)

6=0'%)

H(6™)

8 Problemas de convergenci aﬂ

0% = 0% +(HT(0)H (™)) 'HT (0%) - (x-s(0"))
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Cuando los métodos de transformacion de pardmetros o de
separabilidad no son aplicables debemos recurrir a agoritmos de
minimizacion no lineal, que suelen consistir en métodos de busgueda
iterativa de la solucién. Dos de los algoritmos de este tipo més
famosos son |os métodos de Newton-Raphson y de Gauss-Newton.

El método de Newton-Rapshon es el conocido método de busqueda
de los ceros de la funcion derivada. Es un método invariante (que no
depende de la base sobre la que estén expresados los parametros) y
posee una convergencia cuadratica cuando ésta se da. Uno de sus
principales inconvenientes es que precisa € caculo explicito del
Hessiano de lafuncién.

El método de Gauss-Newton es propiamente un algoritmo de
minimizacion que lineariza la dependencia de la sefial sobre los
pardmetros entorno a su valor nominal en cada iteracion. De esta
forma, cada una de las funciones de coste resultantes de esta
secuencia es cuadraticay se minimiza en una solaiteracion.

Desafortunadamente, ambos métodos, pueden evidenciar problemas
de convergencia cuando la inicilizacion se encuentra muy lgjos de la
solucion.
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Otra variante del método de Minimos Cuadrados se considera un
método estocasti co.

Esta variante presenta similitudes en su formulacion y, a la vez,
claras diferencias de interpretacion con respecto método
determinista.

En este apartado plantearemos una de las variantes del problema de
Minimos Cuadrados Estocastico en la que los pardmetros del modelo
se consideran un vector determinista. Enunciaremos el teorema de
Gauss-Markov y presentaremos una interpretacion geomeétrica de
éste. Para terminar exponiendo € caso méas general del teorema
precedente que se conoce bajo el nombre de teorema de Aitken.
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Minimos Cuadrados Estocastico

Consideremos € modelo lineal delosdatos x=Ho+e

Ahoraloselementosde Xy € se
consideran v.a. frente alas
realizaciones en €l caso determinista

<-Método de estimacion: hipoétesis prob. sobre la distribucion del error.

caracterizacion parcial =)> VentgafrenteaMLy
basada en lamediay covarianza. técnicas Bayesianas.
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La radical diferencia entre el método determinista y e método
estocastico consiste en que ahora se consideran hipotesis
probabilisticas sobre la funcidn de densidad de probabilidad del error
y de las observaciones. Esto hace que € méodo de Minimos
Cuadrados Estocastico se considere un método propio de estimacion
frente a la version determinista que se entendia como un método de
aproximacion.

Ahora los elementos del error y de las observaciones son variables
aleatorias distribuidas de acuerdo con una cierta funcion densidad de
probabilidad.

El método de Minimos Cuadrados Estocastico es una de las varias
aproximaciones existentes en teoria de la estimacion, siendo las
principales alternativas a éste: Maxima Verosimilitud y las técnicas
Bayesianas. Estas otras técnicas normalmente requieren una
descripcion estadistica completa de las variables del problema en
términos de sus funciones de distribucién de probabilidad, mientras
que el méodo de Minimos Cuadrados Estocastico solo requiere una
caracterizacion parcial basada en mediasy matrices de covarianza.
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Minimos Cuadrados Estocastico

|
<-Criterio natural del optimalidad:

Vi MSE, = |sesgo, |1 + var;

6

E|6-6F = |E[6]-6,F + E|§-E[4]]

< Estimador lineal 6, =a’x einsesgado E[0]=6, < a'h, =4,
MSE, = var, =a/C.a,

1 e

<-Objetivo:

I\/LII’] var; sujetoa 6, linea einsesgado Vi=1,--,p

I\/!}ln a/C.a setoa a'h, =, Vij=1--,p
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Un criterio natural de optimalidad en estadistica consisten en
minimizar el error cuadratico medio (MSE) entre el el estimador rea
y su estima (que es una variable aleatoria). La justificacion de este
criterio radica en que trata de agrupar la funcion densidad de
probabilidad del estimador sobre el pardmetro verdadero. El término
MSE se descompone en otros dos con interpretaciones muy
significativas: por una parte esta el sesgo del estimador a cuadrado
mientras que, por laotra, estala varianza del estimador.

En lugar de pretender minimizar el criterio MSE de forma genérica,
el método de minimos cuadrados estocastico limita esa busgqueda a
una clase especial de estimadores, la de los estimadores linedes e
insesgados.

Asi, e problema de minimos cuadrados estocastico se traduce en
minimizar la varianza de cada componente del estimador sujeto a
restricciones que garantizan que éste sea lineal e insesgado. La
formulacion matemética de este problema resulta ser totalmente
deterministay su solucién se explicita en € siguiente teorema.
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Teorema de Gauss-Markov

S los datos siguen € modelo lineal y € error tiene media cero y
matriz de covarianza C_=¢2 € Optimo estimador Lineal e
Insesgado de Mimima Varianza delos parametros es

6=(HTH)*HTx y C;=cl(H'H)"

~aunque lainterpretacion esdistinta. ...,
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El teorema de Gauss-Markov contempla la hipétesis adicional de que
el error sea de media cero y que la matriz de covarianzas del error
tenga la estructura de la matriz identidad escalada por |a varianza del
error. Bajo estas condiciones, e teorema nos proporciona la
expreson del estimador Optimo linea e insesgado de minima
varianza, asi como también, la matriz de covarianza de este
estimador.

El sorprendente €l hecho de que la solucion a este problema sea la
misma gue la del método determinista puede conducir en muchos
casos a una interpretacion erronea de este estimador.
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Interpretacion Geomeétrica

Proyeccién L

/&\ Proyeccion
N il Oblicua.

S=HA-x

M(H)

Laproyeccion L= minC, = min C, Vi

La interpretacion geométrica del teorema de Gauss-Markov se
presenta en la siguiente figura. El plano denota e subespacio
generado por las columnas de la matriz de observacion. En el centro
de éste hay un punto que denota la componente de sefial. Sobre la
sefial se superpone lav.a. ruido que (al ser de varianza constante para
cada componente) se representa como una esfera centrada en la
componente de sefid y con € radio de la desviacion tipica. La v.a
observaciones es pues la resultante de sumar la sefid mas la v.a
ruido.

La proyeccion de la v.a. observacion sobre e plano conduce, en
general, a una superficie eliptica centrada en el valor verdadero de la
sefial y que representa la v.a. que estima la componente de sefial. La
parte comun a todas las posibles proyecciones esta dada por € area
gue proporciona la proyeccion ortogonal. Esta es, pues, la proyeccion
gue garantiza una menor varianza en cada una de las componentes
del estimador lineal insesgado.
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Teorema de Aitken

S los datos siguen € modelo lineal y € error tiene media cero y
matriz de covarianza c, €l Optimo estimador Lineal e Insesgado de
Mimima Varianza delos parametros es

é:(HTC;IH)—lHTC;1X y Cé:(HTcng)—l

§=H"x=(H"C;'H)H"C;x
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La version general del estimador de minimos cuadrados estocéstico
la proporciona €l teorema de Aitken. En este caso se permite al error
tener una matriz de covarianzas arbitraria salvo por e hecho de que
esta debe ser de rango completo y definida positiva.

La solucion general del problema es similar a la del método
determinista con ponderacion del error cuando se utiliza como matriz
de ponderacion lainversa de la matriz de covarianzas del error.

La demostracion de este teorema se logra a través de un sencillo
cambio de variable que haga que la nueva variable aleatoria error
cumplalas condiciones del teorema de Gauss-Markov.
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En este punto nos disponemos a presentar las conclusiones mas
importantes y algunas referencias Utiles sobre el tema.
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Conclusiones Importantes

M MCdeterminista =—> método de aproximacion.

+ Interpretacion geométricay principio de ortogonalidad.
+ Innovacién = soluc. recursivas.
—Dependenciano lineal => técnicas de minimizacion.

M MCestocastico => método de estimacion.

+ Caracterizacion parcial.
+ Equivalencia matemaética entre las soluc MCD y el MCE.
— jlnterpretacion diferente de MCD!

M Ambos métodos:
+ Simplicidad en las hipétesis —=> estimador muy utilizado.
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El método de Minimos Cuadrados Determinista es propiamente un
método de aproximacion. Su interpretacion geométrica nos
conduce a un importante principio: € principio de ortogonalidad
cuyavalidez es extensible a cualquier espacio de Hilbert.

Otro concepto clave es el de innovacion que nos conduce a una
Interpretacion sencilla de las soluciones recursivas.

El caso més complicado es el de dependenciano lineal en lague la
solucion a problema pocas veces adopta la forma de una
expresion cerrada.

El método de Minimos Cuadrados Estocéastico es propiamente un
método de estimacion. Frente a otros métodos estadisticos éste
solo requiere una caracterizacion parcial del error.

Existe una equivaencia matemética entre las soluciones al
problema determinista y estocastico aungue la interpretacion de
ambos difiere.

En ambos métodos la ssimplicidad de sus hipotesis y formulacion
hacen que estos sean muy utilizados en la practica para la
estimacion de los pardmetros de interés.
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Conclusiones Futuras

+ Otra version estocastica del método

de MC consideraa 6 comounav.a > Eimecion Lineal Bayesiana

— MC no posee consideraciones de optimalidad (salvo s e ~ Gauss.).
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Algunas de las conclusiones gque todavia no hemos podido obtener
pero que examinaremos mas adelante en el curso, y que aparecen
directamente relacionadas con este tema, son las siguientes:

Existe otra version estocéstica del método de Minimos Cuadrados
gue considera a vector de parametros como un vector de variables
aleatorias. Esta aproximacion recibe € nombre de estimacion
Bayesiana y se suele utilizar para afadir informacion conocida a
priori sobre el vector de pardmetros para, asi, intentar mejorar la
estima.

El método de Minimos Cuadrados Estocastico es un método de
estimacion que, en general, no posee propiedades de optimalidad
estadistica, salvo cuando € error se distribuye de acuerdo con una
funcion de probabilidad Gaussiana, puesto que, en este caso, €l
estimador optimo es unafuncion lineal de las observaciones.
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De entre la bibliografia recomendada sobre €l tema de Minimos
Cuadrados destacamos algunos libros en especial:

Las referencias preferidas sobre e tema son [Kay,93] vy
[Luemberger,69]. La primera por su claridad de exposicion vy
abundante provision de gemplos, la segunda referencia por su
enfoque geométrico del problema de Minimos Cuadrados sobre
espacios vectoriales de Hilbert.

Otros libros interesantes son [Haykin,96] y [Mendel,95] que estan
pensados como libros de texto paralos Ultimos cursos de la carreray,
en especial, para cursos de doctorado.

Por ultimo, dos libros para profundizar en € tema son [Kailath,00]
(que acaba de aparecer recientemente) y [Stuard,91]. Ambos tratan
de una forma mucho més exhaustiva y detallada el problema de
estimacion lineal en sus distintas variantes.
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